5 O Atomo de Hidrogénio

5.1 A funcéo de onda

O atomo de hidrogénio é constituido por um elétron e um préton. Devido a sua
simplicidade, o atomo de hidrogénio desempenhou um papel central no
desenvolvimento da fisica quantica. Trata-se de um sistema de dois corpos,
veja o curso de Mecanica, secao 4.2 e o capitulo 5. A massa reduzida do
sistema se torna

b =mM/(m+M)= 1836 m¥1837m=0,9995m (1)

onde m = massa do elétron e M = massa do proton = 1836 m. Vemos que a
massa reduzida do atomo de hidrogénio é cerca de 99,95 % a massa do
elétron. A forga entre as duas cargas € dada pela equagao

1.4Q

F= 5T (2
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A energia potencial sera dada por
U(r) = - e%/(4treer) := -k e/r, (3)

onde k é a constante de Coulomb, k = 1/411eg, € r a distancia radial entre o
préton (situado em r = 0) e o elétron. Veja Mecanica, 4.6.2

Podemos também pensar em um atomo cujo nucleo possua Z protons com
uma carga + Ze com apenas um elétron de carga -e no exterior do nucleo. Z =
nimero atdmico do atomo e U(r) = -k Ze?r. Nos gréaficos utilizamos,
geralmente, a razao r/ap em vez de r (r/ap = variavel adimensional), onde ap € 0
raio de Bohr, igual a 0,0592 nm = 5,29:10"'m. O primeiro raio de Bohr é
definido por

ao = ggh?/mpe?  (4)
Nas unidades cgs se deve trocar o por 1/411, ou seja ag = h*/pe’.
Apesar de ser um sistema simples, o problema de resolver a equacido de

Schrédinger para o atomo de hidrogénio € bem complicado, pois trata-se de um
problema tridimensional, onde a fungcdo U depende da coordenada radial r.
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Para a grande maioria dos problemas existentes na natureza, as respectivas
equacgdes de Schrodinger ndo podem ser resolvidas exatamente, e o atomo de
hidrogénio e sua série isoeletrénica (He", Li*", etc.) pertencem a este pequeno
grupo dos problemas exatamente resolviveis. O H* & um atomo de hélio
ionizado, o Li** & um atomo de litio duplamente ionizado.
Como o atomo de hidrogénio tem simetria esférica, entdo, sera conveniente
trabalharmos com Coordenadas Polares Esféricas (r,0,p), ao invés de
Coordenadas Cartesianas (ou retangulares) (x,y,z). O éngulo 6 varia de 0 a T,
e @ varia de 0 a 21mr. Podemos sempre transformar de coordenadas esféricas
para retangulares, e vice-versa, através das relagoes

X =r senb cos

y =r senb seng

z=rcosb (5)

P =x2+ y2 + 72
Na equacdo de Schrédinger do atomo de hidrogénio precisaremos do

laplaciano V2 ("Nabla®", também escrito como A ou divgrad), veja o curso de
Mecénica, 4.6.2, 7.2 . Em coordenadas retangulares A é definido como sendo

V2= A= an? + &?loy? + &16z®  (B)
Aplicando sucessivamente a "regra de cadeia" das derivadas parciais podemos

exprimir A em coordenadas esféricas. Indiquemos alguns passos do calculo
arduo:

x=x(r.8,0);y=y(r6,¢); z=2(r,0,)
1. Primeiro calculamos as derivadas parciais ox/dr, 0x/90, ox/o@; dylor etc.
2. Utilize dlor = dIx-oxlor + dloy-dylor + dldz-9z/or etc.
Obtemos
ox/or = senB cosQ; dy/or = senb seny; 9dz/or = cosO
0x/d0 = r cosb cos®; dy/db =r cosb seny; 0z/d0 = -r senb

ox/op = -r senB sen@; dy/dp = -r send cos@; ox/dp =0
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Assim obteremos
dlor = senB cos@ dlox + senB seng d/dy + cosb d/oz;
0/0z = cosO dlor - senB/r - 9/06
8?1022 = 919z - 919z = (cosB dldr - senbir - 8/98)( cosB d/ar - send/r - 9/9B)

Da mesma forma, podemos calcular expresses para 9%/9x* e d°ly? para as
quais precisamos das expressdes

d/ox = senB cosg d/or + cosB cosQ/r - /98 - sen®/rsend - 9/o¢p
dldy = senb sen@ d/or + cosB senq@/r - /06 + cos@/rsend - 9/

O laplaciano nas coordenadas esféricas sera, finalmente,

A = 1/F? dlor (% dlar) + 1/(r’sen?8) 8%/0@? + 1/(r’senB) 9/90 (senb 9/dB) (7)

A equacéao de Schrodinger para a funcéo y(r,6,9) é

Ay + 8?p/h? (E + Ze*/4teor)p = 0 (8)
Introduzindo Eq. 7 proporciona
11r% 91ar(r*aw/dr) + 1/r’send -9/98(senBdy/d8)+1/r’sen?8 -3°y/dp?

+2u/M* (E-U(r))y=0 (9)

onde U(r) = - Ze*/41re, - r e p = massa reduzida.
O nosso objetivo é achar a fungdo y que satisfaz a equacao diferencial (9).
Para tal, nés supomos que Y pode ser representada por um produto de trés

fungdes, isto é

w(r,8,0) = R(r) ©(8) ®(9) (10)

Substituindo (10) e dividindo toda a equagao pelo produto (10) e rearranjando,
teremos que
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11d,2dR 1 1d de
wr-ymy )+ 5 ——(senf—) +
r R dr dr r<sen ® do do

2
2 1 2 == q2)+2_g[E_U
r‘’sen®@ ® dop* 7

(N1=0 (1)

Nesta equacdo substituimos as derivadas parciais pelas derivadas totais, ja
que as funcgdes R, ©, ® s6 dependem de uma variavel cada.

Esta equacao diferencial € composta por trés outras, isto €, uma que so6
depende de r, outra em 0, e outra em ¢. Vamos desmembra-la, entdo, em trés
componentes. O penultimo termo sugere que devemos multiplicar tudo por
r’sen?0, pois o termo em ®, a saber 1/®- d*d/dp?, dependera, entdo, somente
da variavel ¢. Quando fazemos uma transposi¢cao dos termos e colocamos a
expressdo 1/®- d°d/de ao lado direito, vemos que um lado depende s6 de ¢
enquanto ou outro lado é independente de .

Isso s6 podera ser quando ambos os lados forem iguais a uma constante
comum que designaremos de -m? (constante de separagao). Temos assim que

———=-m" (12)

Substituindo (12) em (11) e rearranjando, podemos escrever

2 2
1i(r2 dR) £ [E-ur)]=-""_ - 1 i(sened—@J (13)
Rdr\ dr 72 sen’e Osend do

Como o membro esquerdo s6 depende de r, enquanto o direito s6 depende de
8, concluimos que ambos os lados devem ser iguais a uma constante.

E conveniente, como se revela mais tarde em 5.6, escrever essa constante
como I(I+1). Deduzimos da Eq. 13 duas novas equagdes diferenciais ordinarias:

2
1 d( d®)+m® —1(1+1)© (14)

- senG@ Senze
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ZEE—WMR=M+ﬂE (15)

1 d(zde
2arl" ar ) o2 2
h r

r'2 E dr

Das trés equacgdes que isolamos da Eq. 11, a saber (12), (14), (15), somente a
Eq. 15, a equacéo radial, contém o potencial da interacdo. As equacdes com o0s
angulos sao idénticas para todos os problemas de campos centrais (onde U(r)
somente depende de r = |r]), s6 a equacdo dependendo de r contém o
potencial. Se a distancia entre nucleo e elétron fosse constante, todas as
derivadas com respeito a r seriam zero. Essa situagado encontramos, p. ex., ho
caso do "Rotador rigido", em se¢. 5.6, que as vezes € usado como modelo de
uma molécula diatémica.

As solugdes das trés equagbes proporcionarao trés constantes (numeros
quanticos): m, I, n. A constante m é denominado nimero quantico magnético, a
constante | € conhecido como numero quéantico azimutal, e o0 numero quantico
principal, n, quantiza os valores permitidos da energia.

A triste noticia € que s6 a equacgao (12), a equagao azimutal, pode ser resolvido
facilmente, pois ® tem que ser tal que, derivada duas vezes, dé ela propria
multiplicada por m?.

E facil ver que ®; = €™ e ®, = €™ sdo duas solugdes particulares,
linearmente independentes. Pois

d2/dq)2 (eiim(p) = _mZeiim(p - _ m2q>

A solugado mais geral de (12) seria dada pela combinagédo linear das duas
solugdes particulares, ou seja por ® = A ®4 + B ®,. Veja secao 2.2. (E também
altamente recomendavel que o estudante leia o paragrafo 7.2.2 da Mecanica.)

Tomemos como solugao de (12)
O(@)=Ae™ (16)
Sabemos que as autofungdes devem ser univocas, o que significa que

(@) = P(p+2m)  (17)

Oou seja eim((p+21'r) = eimq> . eim21'r = eim(p.

Isso sera o caso se ™" = cos (21Tm) + i sen(2Tm) = 1. Para que esta equagao
seja satisfeita, devemos pdr a parte imaginaria, sen(21m), igual a zero e ao
mesmo tempo cos (21Tm) = 1.
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Essa exigéncia sO sera satisfeita se o valor absoluto de m tiver um dos
seguintes valores:

Im|=0,1,2,3,.. (18)
Isso significa que m s6 pode ser um numero inteiro, negativo ou positivo.
A funcdo @, (¢) = €™ deve ser normalizada & unidade, ou seja

<®|P> = N? [y, o €™ €™ dg = N? 211 := 1. Entdio podemos escrever a fungao
azimutal normalizada na forma

O (0)=——eM, 0<p<2n (19)

J2n

A solugdo da equacdo polar € muito parecido -e igualmente dificil- ao
tratamento tedrico do oscilador harménico simples, veja a seg¢ao 4.4. Se vocé
quer estudar os pormenores do tratamento pode ver com proveito o ja
mencionado livro "Introduction to Quantum Mechanics" de Linus Pauling e E.
Bright Wilson, ps. 112-150.
As solugdes aceitaveis podem ser escritas como
Om (cos ) =sen™ B - P, (cosB) (20)
Os P m(cosB) séo polinbmios em cosB e denominados Polindmios Associados
de Legendre de ordem m. Para |[m| >1=0,1,2,3,... temos ©,, =0 e os valores
do modulo de m estéo restritos ao intervalo
0<|m| <1 (21)
onde | =0,1,2,3, ... ¢ 0o numero quantico azimutal.
A definicao, conf. 5.6, de P, € dada por
Pim (X) = (1-x%)™2 d™/dx™ P,(x)  (22)

onde x := cos@ e Pi(x) = polinbmio de Legendre de ordem | com

1 d'(x? -1
2 dx!

Ri(x) = (23)

Também a funcdo O, deve ser normalizada a um, isto é < O, | O > = 1.
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Fazendo o célculo, obteremos a seguinte constante de normalizacéo

1/2
N {(2| +1)(1- m)!} 24)
2(I+m)!

Sendo assim, temos para a fungédo 0O, ,(cosB) normalizada a expressao
O m(cosB) = N P, n(cosB) (25)
A funcéo de onda do hidrogénio pode ser escrita como
W(r,8,¢) = N R(r) P, m(cosB) €™ (26)
1=0,1,2,3,...
m =0, £1,£2,13, ...
O calculo dos polinbmios P, , faremos em 5.6 do "capitulo_10".

Resta-nos, agora, resolver a equacéao (15) para a fungdo R(r). Vamos encontrar
uma solugao analitica que depende de | e do numero quantico, n, chamado de
namero quantico principal, pois dele depende a energia do atomo.

O calculo proprio nos ocupara na proxima seg¢ao, agora nos dedicaremos a um
estudo numérico para obter, dessa forma, uma idéia dos aspectos das
diferentes funcdes de onda e das probabilidades associadas.

5.2 A solucdo numérica da equacao radial

No mesmo espirito como no caso do oscilador harménico simples, veja se¢ao
4.1 ff, vamos resolver primeiro a equagao que contém o potencial da interacao.
Utilizaremos trés métodos numéricos, a de MUPAD, o de EULER e o método
de Runge-Kutta. Estas trés abordagens ja foram usadas na secéo 4.2.

No caso do atomo de hidrogénio temos, porem, uma dificuldade adicional, pois
a equacao (15), que queremos resolver, tem dois termos com singularidades,
em 1/r e 1/r>. Nos programas comegamos os calculos ndo em r = 0, mas sim
em r + d, onde d € um numero pequeno que nos protege do perigo de uma
divisdo por zero.



5.8

Primeiro sera preciso de formular a equagéo (15) numa forma mais apropriada
para o calculo numérico.

Vamos mudar a variavel r por a variavel sem dimensao p, definida por
p:=2Z/nagr:=ar (27)
O numero quantico, n, sera definido por
E:= - pe*Z?/(4meo)?2h% -n?  (28)

ao = goh%/mrpe? ou ap = h?/pe? (cgs) é o primeiro raio de Bohr. Para expressar E
no sistema cgs é preciso substituir €9 por 1/41: Eqgs = -ue*Z?/(2h%n?).

A equacéo radial (15) tomara a forma

———+

d°R(p) 2dR(p)  [1_n I+
dp? p dp

}R(p) (29)

Usamos R(p) em vez de R(r) para indicar que estamos usando a variavel
adimensional p= ar com a = 2Z/nay.

A expressao final, com R(p) normalizada, sera

Sn-1-0"" 2 1 o
RO =154 e P % p LT 4(p) (30)

Esta equacdo podemos expressar em termos de r ao invés de p, se fizermos
uso da definicao de a:

n—I—1

311y
R(r)={a (n-1- )} e 2 (qr) 121 (ar) (31)

O simbolo Ln..1?*'(p) designa os polinémios de Laguerre. (Na préxima segdo

em 5.5, vamos estudar estes polinbmios detalhadamente.)
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Existem varias definicbes destes polindbmios. Podemos defini-los, aqui, por
exemplo, por meio da seguinte férmula de Rodrigues

ePpP d™(e™PpM*P)
m! dp™

Lo (p) = (32)

Infelizmente, existe uma grande confusdo na definicdo dos polinémios
associados de Laguerre (confira o artigo Laguerre Polynomials, de J.B. Calvert
em Mathematics Index). Veja a exposigdo nitida em Teoria Quantica, de
Eduardo M.A. Peixoto, de 1988. A nossa definigao, veja 5.5, coincide com a de
Pauling e Wilson, Quantum Mechanics.

Escrevendom=n-1-1ep=2+1 e usando MAPLE, podemos calcular com
facilidade os primeiros polinbmios associados de Laguerre:

restart:
with(orthopoly):
Q:=(n,1,xX)->L(n-1-1,2*1+1,%x);
n:=3:1:=2:

Q(n, 1,x);

Resultados:
n=1,1=0->L=1;
n=2,1=0 > L=2-x;
n=21=1->L=1;
n=3,1=0 > L =3-3x+x%/2;
n=3,1=1 2> L=4-x
n=3,1=2 >L=1;

A equacao diferencial que tem os polinbmios de Laguerre como solugao é da
forma x y" + (a-x+1)y' + (n-a)y = 0. (No programa escrevemos ALPHA em vez
de a).

Poderiamos calcular os polinbmios de Laguerre também recursivamente
usando o seguinte coédigo em MUPAD para N = 3

ALPHA:=0:N:=3:// ALPHA deve ser >-1

L(0,ALPHA)Y(X) := 1:

L(1,ALPHA)Y (X) := 1+ALPHA-X:

L(N,ALPHAY(X) := ( (2*N-1+ALPHA-X) * L(N-1,ALPHA)(X)
(N-1+ALPHA) * L(N-2,ALPHAY(X) ) / N:

simplify(%)


http://www.du.edu/~jcalvert/math/mathom.htm
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Resultado:

-3-X+1

x* 3.
6 2

Para ALPHA = 0, a funcdo generalizada de Laguerre, L(N,ALPHA)(X), é igual
ao polinémio L(N)(X)de Laguerre.

Para ALPHA = numero inteiro, a funcdo generalizada de Laguerre
L(N,ALPHA)(X), é igual ao polinbmio associado de Laguerre L(N,ALPHA)(X).

O MUPAD utiliza na fungao orthpoly:: laguerre(n, a, Xx)precisamente
a nossa recursao, ou seja

L(n,a,x) = (2n+a-1-x)n"-L(n-1,a,x) - (n+a-1)n" - L(n-2,a,x) (33)
comL(0,a,x) =1 e L(1,a,x) = 1+a-x.
Alias, se queremos trabalhar com a variavel o =np/2, devemos usar
Q(n,1,2*x/n).
Na internet existe um grande numero de sites com excelentes tabelas e

representacdes das "Hydrogen Wave Functions", por exemplo

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/hydwf.html.

As primeiras fun¢des de onda radiais, R, anotamos aqui, pois vamos precisar
delas para calcular os valores de contorno para a solugdo numérica da E(J' 29.
Nas figuras vemos as ordenadas, os valores de R, em unidades de ao'32, as
probabilidades serdo em unidades de ag™.

(n=1,1=0): 2(1/ag)*? ™

(n=2,1=0): (1/2a0)*? (2 - r/ag) e 2

(n=2,1=1): (1/2a0)** 1/V3 r/ag e "**°

(n=3,1=0): 2(1/3a0)*? (1 - 2/3 r/ag + 2/27 (r/ag)? )e 1320
(n=3,1=1): (1/3a0)>2 4N2/9 (1 - 1/6 r/ap) r/ag e ™%
(n=3,1=2): (1/3a0)*? 22/275 (r/ag)* e "%

Existe uma féormula geral para as fungdes radiais

Rn|(r)=2'*1{—('“_'_1)!}1/2Ne"yy'n_zl_1[ " J(—Zy)“ (34)

(n+DIn o \2+1+a) d

N = (Z/nao)*?, y = Zr/na, = p/2, o = 2Z/nao


http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/quantum/hydwf.html
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Por exemplo obtemos, no cason =2, | =0, os valores R(0) =0,7071 e R’(0) = -
0,7071. Obtemos estes valores ou por calculo direito ou usando um dos
programas mencionados como MUPAD, MAPLE etc.

Programa Nr.1

Com este programa (confira 4.1.1 EULER) analisemos -assim como fizemos
no caso do OHS em 4.2- a influéncia que tem o parametro n sobre a fungéo de
onda. No procedimento temos incluido trés vezes o mesmo codigo para poder
representar as trés fungbes no mesmo grafico. Comegamos com t:= 0.00001
para evitar uma divisao por zero. Os valores de contorno sao R(0) =2 e R'(0) =
-1. (O programa usa em vez de R e R' as variaveis y e v; em vez de p é usado
t.) Para calcular R(p) e R'(p) para p = 0, sendo p=2rZ/nao, temos que substituir
em (34) r por app/2, ja que n = 1. Se cancela, como deve ser, ao.

e R10:=2*exp(-rho/2):
diff(R10,rho);//derivada de R10 com respeito a rho
float(subs(%,rho=0));// valor da derivada em rho=0
float(subs(R10,rho=0));//valor da funcdo R em rho=0

_tho

-1.0
2.0

1. Euler (n=0,9;1,0;1,1; 1 = 0)

e reset()://Euler
Euler:=proc(h,passos)
begin
t:=0.00001:1:=0:// t significa a distancia radial r
y:=2:v:=-1:// y é a funcdo de onda R, v =y*
DIGITS:=5:
f=(t,y)->-2*v/t+(1/4+1*(1+1)/t"2-n/t)*y(t): //Eq. 29
n:=1:1:=0:
for i from O to passos do
Y1(i):=y:T1(1):=t:
a:=f(t,y)://R""
y:=y+v*h://R
v:=v+a*h://R"
t:=t+h:
end_for:
pl:=plot::Point2d(T1(i),Y1l(i),Color=RGB::Red)$ i=1..passos

step 2:
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n:=1.1:01:=0:i:=0:

y:=2:v:i=-1:t:=0.001:

for i from O to passos do

Y2(i):=y:T2(i):=t:

a:=f(t,y)://R""

y:=y+v*h://R

v:=v+a*h://R*

t:=t+h:

end_for:

p2:=plot::Point2d(T2(i),Y2(i),Color=RGB: :Blue)$ i1=1..passos
step 2:

Nn:=0.9:1:=0:1:=0:

y:=2:v:i=-1:t:=0.001:

for i from O to passos do

Y3(i1):=y:T3(i):=t:

a:=f(t,y)://R"*

y:=y+v*h://R

v:=v+a*h://R*

t:=t+h:

end_for:

p3:=plot::Point2d(T3(i),Y3(i),Color=RGB: :Green)$ i=1..passos
step 2:

plot(pl,p2,p3,AxesTitles=["rho","R(rho)"],

plot::Text2d("'n=1",[12,0.05]),

plot::Text2d("'n=0.9",[9,0.6]),

plot::Text2d(*'n=1.1",[11,-0.7])):

end_proc:

Euler(0.05,300):

R(rho)

10 11 12 13 14 15
rho

Fig. 1

Somente n = 1 é aceitavel.
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Programa Nr.2

Agora fazemos uso das relagoes
(n=2,1=0): Rgo = (1/2a0)*? (2 - r/ac) e "**°
(n=2,l=1):  Ra1 = (1/2a0)** 13 r/ag e "2

Para Ruo(p)-ap®? temos 1/ (2*sqrt(2))*(2-rho)*exp(-rho/2).
MUPAD calcula a derivada e os valores de contorno.

e R20:=1/(2*sqrt(2))*(2-rho)*exp(-rho/2):
diff(R20,rho);//derivada de R20 com respeito a rho
float(subs(%,rho=0));// valor da derivada em rho=0
float(subs(R20,rho=0));//valor de R em rho=0

_rho _rho
V2.e ? (tho-2) 2.e *
8 4
—-0.7071067812
0.7071067812

e reset()://Euler; R20
Euler:=proc(h,passos)
begin
t:=0.0000001:1:=0:
y:=0.707:v:=-0.707://valores de contorno R(0),R"(0)
n:=2:1:=0://rho = r/a0 para n=2
DIGITS:=5:
f:=(t,y)->-2*v/t+(1/4+1*(1+1)/t"2-n/t)*y(t):
for i from O to passos do
Y(1):=y:T(i):=t:
it (i=0)or (modp(i,100)=0)then
print("'rho= ",t,"R= ",y,""Rexato= "',
float((2-)*exp(-t/2)/(2*sqrt(2)))):
end_if:
a:=f(t,y)://R""
y:=y+v*h://R
v:=v+a*h://R"
t:=t+h:
end_for:
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p:=plot::Point2d(T(i),Y(i),Color=RGB: :Red)
$ i=1..passos step 2:
plot(p,AxesTitles=["rho","R(rho)"]):
end_proc:

Euler(0.01,500):

"rho= ", 1.0e-7, "R= ", 0.707, "Rexato= ", 0.70711

"rho= ", 1.0, "R= ", 0.21326, "Rexato= ", 0.21444

"rho= ", 2.0, "R= ", -0.00077761, "Rexato= ", -8.1159e-9
"rho= ", 3.0, "R= ", -0.078959, "Rexato= '", -0.078888

"rho= ", 4.0, "R= ", -0.095167, "Rexato= ', -0.095696

"rho= ", 5.0, "R= ", -0.086131, "Rexato= ', -0.087064

Os resultados permitem a comparagao entre valores numeéricos e valores
"exatos", calculados com 1/2V2 -(2-p) e®? A concordancia é bem satisfatoria.

R(rho)07

0.6
0.5
0.4 1
0.3 1
0.2 7

0.1

0.0

-0.1-

Fig. 2 (n=2, 1=0)
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Programa Nr.3

O método de EULER n&o é muito apropriado para as fungdes como Rz¢(p) que
assumem o valor 0 para p = 0.

O programa seguinte utiliza o método de Runge-Kutta com os valores de
contorno R(0) = 0 e R'(0) = 0.2041. Na proximidade de p = 0 empregamos uma
aproximacao linear: f:= y + v*t.

-r/a0

Primeiro substituimos em Ra4(r) = (1/2a0)*? 1/N3 r/ag e a variavel r por p:

R21(p)-ag®? = 1/2V6 - p-e™?

Com o MUPAD calculamos os valores de contorno:

e R21:=1/(2*sqrt(6))*rho*exp(-rho/2):
diff(R21,rho);//derivada de R21 com respeito a rho
float(subs(%,rho=0));// valor da derivada em rho=0
float(subs(R21,rho=0));//valor de R21*ao”™3/2 em rho=0

_tho tho
V6.e 2 _\/E~rho~e 2
12 24

0.2041241452

0.0

Runge-Kutta para n=2, |=1

e reset()://Atomo de H com RK y""(t,y,y");a:=y"",v:.=y"
t:=0.00000001:y:=0:v:=0.204://y= R; v=R"
n:=2:1:=1://rho = 2/n - r/a0 = r/a0
h:=0.1:N:=200:// N = nUimero dos passos
DIGITS:=5:
f.=(t,y,v)->-2*v(O)/t+(1/4+1*(1+1)/(t"2)-n/t)*y(t):
for 1 from 1 to N do
if t> 0 and t <= 0.00001 then f:= y + v*t
else
if t > 0.00001 then f:= ff
end_if
end_if:

vli:=v:

al:=f(t,y,v):
v2:=v+al*h/2:
az2:=f(t+h/2,y+v1*h/2,v2):



v3:
a3:

=v+a2*h/2:

=fF(t+h/2,y+v2*h/2,v3):
v4:=v+h*a3:

a4 :=fF(t+h,y+v3*h,v4):
y:=y+h*(v1+2*v2+2*v3+v4)/6:
v:=v+h*(al+2*a2+2*a3+a4)/6:
Y(1):=y:T(1):=t:

t:=t+h:

ex:= Float(t*exp(-t/2)/(2*sqrt(6))):
if (i=0) or (modp(i,20)=0) then
print('rho= ",t,"R= ",y,""Rexato=
end_if:

end_for:

plot(plot: :Point2d(T(i),Y(i),Color=RGB::Blue
AxesTitles=["rho","R(rho)"])

$ i=1..N step 2):

,eX):

"rho= ", 2.0, "R= ", 0.16042, "Rexato= ",
“rho= ", 4.0, "R= ", 0.11804, "Rexato= ",
"rho= ", 6.0, "R= ", 0.06514, "Rexato= ",
“rho= ", 8.0, "R= ", 0.031955, "Rexato= ",
“rho= ", 10.0, "R= ", 0.014698, 'Rexato= "
“rho= ", 12.0, "R= ", 0.0064944, "Rexato=
"rho= ", 14.0, "R= ", 0.0027968, '"‘Rexato=
"rho= ", 16.0, "R= ", 0.0011926, '"‘Rexato=

5.16

0.15019

0.1105

0.060976
0.029909

0.013754

0.0060717

0.0026059

0.0010956
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R(rho) 016

0.14
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04

0.02

0.00 f f f f f f
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rho

Fig. 3 (n=2,1=1)

O seguinte grafico nos ilustra uma sintese das fungbes de onda que vimos até
aqui:

reset()://funcao radial do atomo hidrogénico

ul:=x->2*exp(-x): // x significa r/a0, u = R(r/a0)

Ul := plot::Function2d(ul(x), x = 0..12, Color =
RGB: :Green)://(1,0)

u2:=x->1/(2*sqrt(2))*(2-x)*exp(-x/2):

U2 := plot::Function2d(u2(x), x = 0..12, Color
RGB::Blue)://(2,0)

u3:=x->1/(2*sqrt(6))*x*exp(-x/2):

U3 := plot::Function2d(u3(x), x = 0..12, Color
RGB::Red)://(2,1)

plot(Ul,U2,U3, AxesTitles=["rho","R"],

plot::Text2d(*'(1,0)",[1.2,1.4]),

plot::Text2d(*'(2,0)",[1.0,0.61),

plot::Text2d(""(2,1)",[2-2,0.2]))
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Programa Nr. 4

Agora consideramos os casos com n=3. Para usar a variavel p, temos que
substituir r/ag por 3p/2. Isso significa também que e = e?2 .

Primeiro n = 3, | = 0 com Runge-Kutta. O programa calcula, para variar, a
densidade de probabilidade radial R(r)? r>. Esta fungdo nos da a probabilidade
de encontrar o elétron num atomo de hidrogénio em certa distancia r do nucleo
(préton). Na secao 5.3 vamos falar sobre isso com mais calma.

rho rho

\/g-e_T-(Z-rho—G) \/§'e_ 2 (tho®=6-rho+6)
27 a 54

—0.5773502692

0.3849001795

e reset()://Atomo de H com RK y""(t,y,y");a:=y"",v:=zy
t:=0.000001:// t = rho =2*r/n*ao
y:=0.3849:v:=-0.5773:

n:=3:1:=0:
h:=0.04:N:=300:// N = numero dos passos
DIGITS:=5:

f:=(t,y,v)->-2*v()/t+(1/74+1*(1+1)/ (t"2) -n/t)*y (b)) :
for 1 from 1 to N do
if t> 0 and t <= 0.00001 then f:= y + v*t
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else

if t > 0.00001 then f:= ff

end_if

end_if:

vl:=v:

al:=f(t,y,Vv):

v2:=v+al*h/2:

az2:=f(t+h/2,y+v1*h/2,v2):

v3:=v+a2*h/2:

a3:=F(t+h/2,y+v2*h/2,v3):

v4:=v+h*a3:

a4 :=fF(t+h,y+v3*h,v4):
y:=y+h*(v1+2*v2+2*v3+v4)/6:
v:=v+h*(al+2*a2+2*a3+a4)/6:

Y(1):=y:T(1):=t:

t:=t+h:

ex:= Float(1/(9*sqrt(3))*(6-6*t+t"2)*exp(-t/2)):
if (i=0) or (modp(i,20)=0) then

print(t*3/72, (y*t*1.5)"2,(ex*t*1.5)"2)://r/a0 = 3/2 * rho
end_if:

P(i):=(Y(1)*t*3/2)"2:// r/a0 = rho*3/2; t := rho
end_for:

plot(plot::Point2d(T(i)*3/2,P(i),Color=RGB: :Blue,// r/a0
=3*rho/2

AxesTitles=["r/ao","(R*r)"2"])
$ i=1..N step 2):

1.2, 0.0089796, 0.0090148
2.4, 0.0051676, 0.0051762
3.6, 0.033621, 0.033721
4.8, 0.033744, 0.033862
6.0, 0.010805, 0.010854
7.2, 0.0001025, 0.00010113
8.4, 0.015152, 0.01518
9.6, 0.046054, 0.046174
10.8, 0.076583, 0.076807
12.0, 0.095913, 0.096216
13.2, 0.10113, 0.10147

14.4, 0.094743, 0.09508



(RH"2
0.10
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0.00

0 2 4 6 8 10 12 14 16

18

r/ao
Fig. 5 (n=3, I=0)

(Densidade de probabilidade radial.)

Apresentamos aqui por fines de comparacéao a curva da fung¢ao analitica da
distribuicao radial.

(n=3,1=0): R(r) = 2(1/3a0)** (1 - 2/3 r/ag + 2/27 (r/ag)*) € ™**°

ou R(p) =a, 4/9V3 - (6 - 6p + p?) eP?

e reset()://4tomo hidrogénico, probabilidade radial
para n=3 1=0

ul:=x->1/(9*sqrt(3))*(6-6*x+x"2)*exp(-x/2)://R; X =rho

Ul := plot::Function2d(x"2*ul(x/1.5)"2, x = 0..18,
Color = RGB::Red)://x/1.5 = r/a,

plot(Ul, AxesTitles=["r/ao”,"Prob'],

plot::Text2d("'n=3, 1=0",[7,0.06]))

5.20
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Prob A
0.10 T

0.09 T
0.08 4
0.07 T
0.06 - n=3, I=0
0.05 T
0.04 T+
0.03 T
0.02 1
0.01 1

0.00 e e e S e e e R
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
r/a0

Fig. 6 (n=3, 1=0)
(Densidade de probabilidade radial analitica.)

Programa 5

N&o deve faltar um célculo com MUPAD (densidade de probabilidade radial
paran=3,1=0)

e reset():// (R30*r)?

n:=3:1:=0:
y0:=0.3841:v0:=-0.5773://v0 = y~(0)
DIGITS:=5:

d:=0.000001://evita divisao por zero

IVP1:={y" " (t)+2/(t+d))*y" ()-(1/4+1*(1+1)/ (t+d)"2-
n/(t+d))*y(1)=0,

y"(0)= v0,y(0)=y0}:

fields:=[y(t),y"(D]:

ivpl:=numeric::ode2vectorfield(I1VP1,fields):

Y1l:=numeric::odesolve2(ivpl):

for t from O to 10 step 2/3 do

print("'rho ",t*1.5, "R ",(Y1(D[1]*t*1.5)"2, "ex ",
Float((1/(9*sqart(3))*(6-6*t+t"2) *exp(-t/2))*t*1.5)"2);
end_for:
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rho ", 0, "R ", 0, "ex "™, 0.0
“rho ", 1.0, "R ", 0.012572, "ex ", 0.012625
“"rho ", 2.0, "R ', 0.00021339, "ex ', 0.00021427
“rho ", 3.0, "R ', 0.019966, "ex ', 0.02005
“"rho ", 4.0, "R ", 0.038023, "ex ", 0.038182
“rho ", 5.0, "R ", 0.030503, "ex ", 0.03063
“rho ", 6.0, "R ", 0.010809, "ex ", 0.010854
“rho **, 7.0, "R ", 0.000093248, "ex ", 0.000093639
"rho ", 8.0, "R ", 0.0075664, "ex ", 0.007598
“"rho ", 9.0, "R ", 0.029622, "ex ", 0.029745
“"rho ", 10.0, "R ', 0.056893, "ex ', 0.05713
“rho ", 11.0, "R ', 0.080656, "ex ", 0.080992
“rho ", 12.0, "R ', 0.095816, "ex ", 0.096216
“rho **, 13.0, "R ", 0.10109, "ex ", 0.10151
“"rho ", 14.0, "R ', 0.097822, "ex ', 0.09823
“"rho ", 15.0, "R ', 0.088581, "ex ', 0.08895
Programa 6
No casode n=3,|=1temos R(0) =0 e R'(0) = 0.18144:
R(r) = (1/3a0)*? 4v2/9 (1 - 1/6 r/ag) r/ag e ™3
ou R(p) = a,>?/9V6 -(4-p)p-e®? com p = 2r/3a,
_Tho Tho _rho
V6 -rtho-e 2 -(rho—4) V6-thoe 2 V6-e 2 .(tho—4)
108 54 54

0.1814436847
0.0
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e reset()://Atomo de H com RK y""(t,y,y");a:=y"",v.=y"
t:=0.001:// t = rho =2*r/n*ao
y:=0:v:=0.18144:
n:=3:01:=1:
h:=0.04:N:=300:// N = numero dos passos
DIGITS:=3:
f.=(t,y,v)->-2*v()/t+(1/4+1*(1+1)/(t"2)-n/t)*y (1) :
for 1 from 1 to N do
if t> 0 and t <= 0.01 then f:= y + v*t
else
if t > 0.01 then f:= ff
end_if
end_if:
viz=v:
al:=f(t,y,Vv):
v2:=v+al*h/2:
a2:=fF(t+h/2,y+v1*h/2,v2):
v3:=v+a2*h/2:
a3:=f(t+h/2,y+v2*h/2,v3):
v4:=v+h*a3:
a4:=f(t+h,y+v3*h,v4):
yI=y+h*(v1+2*v2+2*v3+v4)/6:
v:=v+h*(al+2*a2+2*a3+a4)/6:

Y(1):=y:T(i):=t:

t:=t+h:

ex:= float(1/(9*sgrt(6))*t*(4-t)*exp(-t/2)):
it (i=0) or (modp(i,20)=0) then
print(t*1.5,y,ex)://r/a0 = 3/2 * rho

end_if:

end_for:

plot(plot::Point2d(T(i)*3/2,Y(i),Color=RGB::Red,// r/a0
=3*rho/2

AxesTitles=["r/ao0","R"])
$ i=1..N step 2):

1.2, 0.0798, 0.0779
2.4, 0.0802, 0.0782
3.6, 0.0537, 0.0524
4.8, 0.024, 0.0234
6.0, -2.45e-5, -2.45e-5
7.2, -0.0162, -0.0158

8.4, -0.0253, -0.0247
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9.6, -0.0291, -0.0284
10.8, -0.0293, -0.0286
12.0, -0.0272, -0.0266
13.2, -0.0241, -0.0235
14_.4, -0.0206, -0.0201
15.6, -0.0171, -0.0167
16.8, -0.0139, -0.0135

18.0, -0.0111, -0.0108

0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.00
-0.01
-0.02

-0.03

Fig. 7 (Funcédo R; n=3, I=1)
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Rz A

Fig. 8 (n=3, I=1)
(Densidade de probabilidade radial)

Uma comparagao da Fig. 8 com a Fig. 5, nos ilustra que um elétron num orbital
s, aqui 3s, tem maior probabilidade de ser encontrado perto do nucleo do que
um elétron num orbital p do mesmo n.

Programa 7

O estado (3,2) calculado com Mupad

reset():

n:=3:1:=2:

y0:=0:v0:=0.0000001:/7/v0 = y*(0)

DIGITS:=3:

d:=0.000001:

IVP1:={y" " (D+2/(t+d))*y" (D) -(1/4+1*(1+1)/ (t+d)"2-
n/(t+d))*y(t)=0,

y"(0)= v0,y(0)=y0}:

fields:=[y(t),y"(D]:

ivpl:=numeric::ode2vectorfield(IVP1,fields):

Y1l:=numeric::odesolve2(ivpl):

for t from O to 10 step 1 do

printC'r ",t, "R ",Y1(©)[1], “ex *, Float((t*t*exp(-
t/2))/(9*sqrt(30))));

end_for:
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r', 0, "R ", 0.0, "ex ", 0.0
r, 1, "R ", 0.0121, "ex ", 0.0123
r', 2, "R", 0.0294, "ex ", 0.0299
"r ", 3, "R ", 0.0402, "ex ", 0.0407
r ", 4, "R "™, 0.0433, "ex ", 0.0439
“r ", 5, "R "™, 0.041, "ex ', 0.0416
"r ", 6, "R ", 0.0358, "ex ", 0.0364
"r', 7, "R ", 0.0296, "ex ", 0.03
"r ", 8, "R "™, 0.0234, "ex ", 0.0238
"r', 9, "R"'"™, 0.018, "ex ", 0.0183

r ', 10, "R ", 0.0135, "ex ', 0.0137



