6 O Formalismo da Mecanica Quantica,
Parte lll; Medic6es na Mecanica Quantica.

6.3.1 A matriz representativa de um operador

Passemos,agora, ao problema de encontrar a matriz representativa de um
operador A.

Suponhamos conhecidos a fungéo y(x), o operador A e um sistema de eixos ¢,

¢, &, ... no espaco de Hilbert sob consideracdo. O vetor Ily(x)>, ou

simplesmente y(x), neste paragrafo ndo usamos, normalmente, a notagao de

Dirac, podera ser descomposto em suas proje¢des sobre estes eixos, ou seja
o0

y(X) = chgn , onde ¢, = <¢,ly>, e o0 problema que nos propomos é o de
n=1

encontrar a expansao do vetor ¢(x) no processo de aplicar o operador A sobre

Y, ou seja, estamos buscando os coeficientes d, na relagéao

P(x) = A Y(X) = 2n=1-dn & (1)

Efetivamente, achados estes coeficientes d,, ficara completamente definida a
funcdo @(x) e, em consequéncia, o efeito do operador A ao ser aplicado a
funcao p(x).

O efeito este, no espagco Hilbert, € o de transformar o vetor g no vetor @.
Sabemos que, em geral, um operador A transforma um vetor do espaco Hilbert
num outro vetor, distinto em magnitude e diregao.

(Segundo Dirac, o conjunto {c} € o representante da funcdo y. Se as ¢ sao
autofungdes do operador A, entdo os numeros c; definem o estado do sistema,
representado pela fungéo y, na "representacao A".)

Para resolver o problema posto de encontrar o vetor ¢ apliquemos A aos
membros de Y =) Cmém:
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@ =AY =A3Cnim =2 CnA%m = 2dm &m (2)

com Cnp = <¢mly> , ou (Em,Y), € dm = <¢mle> ou (&m,®). Os dn, ficam para ser
determinados, veja isso no que segue.

Tomamos em conta que A (c f(x)) = ¢ (A f(x)), quaisquer que sejam A e f ,
contanto que ¢ seja uma constante.

Para achar @(x) precisamos, pois, previamente encontrar o efeito que tem o
operador A sobre as fungdes .

Ao aplicar A sobre ¢, obteremos uma nova fungdo que poderemos, a sua vez,
projetar sobre os eixos. Suponhamos que ao fazer isso obteremos a expansao

Aen=2nAm&n=Aim§ +Aem&a+ ... (3)
Substituindo isso na expansao (2), obteremos
P=YmCm (Artm&r+tAom&t .. )=dmCmAImE + 2mCm AT mE + dmCmAzm &2
+o.=d1 G +da&t . =Ymdném (4)
sendo dn=>me~CmAm (5)

Uma vez determinados os coeficientes A, m, podemos calcular, por meio de (5),
todos os componentes d, do vetor .

Estes componentes podem ser distribuidos em forma matricial, formando a
matriz representativa do operador A ( a forma desta matriz depende da base).

Aot Aor Aoz .
Anml=| 21 722 723 i 1A] (e
Az1 Azx Aszs

Usamos colchetes para as matrizes infinitas e parénteses para as finitas.

A matriz (6) representa ao operador A, ja que determina, sem ambiguidade
alguma, o vetor (ou a fungéo) @ que se obtém ao aplicar A sobre uma fungéo g
dada.

O vetor @, definido por seus componentes dn = Y m« Cm Anm €SCreve-se em
notacdo matricial como
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[di] [A11 Az Az ] [cq]
do|_|A21 A2z A2 .| |02 o
ds A31 Az Aszz .| |C3

Na Mecanica, paragrafo 2.2.3, Mech_2_2, falamos sobre a representacao de
matrizes com MUPAD.

dy é , por exemplo, o produto da segunda linha, [Az1, A2z, A2, ...], com a coluna
[Ci], ou seja do = Ax1Cq + AoCo + AozCz + ... = Zm Cm Aom

Para determinar os coeficientes A,n basta observar em A &, = >, Ammén que

Anm Ndo é outra coisa que a projegao do vetor Ag, sobre o vetor &,. Para obter
Anm NOs bastara, entao, multiplicar escalarmente A¢, e &,.. Teremos, portanto,

Anm = (&n,A&m)  (7)
Lembrando que (f,g) = [f*(x)g(x) dv, resulta
Anm = (€0,AEm) = [E5,AE dv := <nlAlm>  (8)

Conhecendo, assim, os coeficientes A,m da matriz representativa do operador
A, teremos imediatamente os componentes d,, do vetor ¢ na Eq. 4.

O operador adjunto foi definido em 6.2.2. Falemos, agora, da matriz adjunta.
Se A" ¢é o adjunto do operador A, resulta que para quaisquer vetores y, ¢ vale
(@.Ap) = (A"9,p) (9)
Para dois vetores &, &, do sistema {¢;} de eixos temos
(&n,AEm) = (A"En,&m) = (Em,A'En)*  (10)
Dai vemos que Anm = (A'mn) 0U A*nm = A'mnou A'pm = A*mn. OU seja:
Obtém-se a matriz adjunta trocando linhas e colunas (matriz transposta)
e tomando os complexos conjugados dos elementos da matrix

transposta.

Se A é um operador hermiteano o autoadjunto, resulta Apm = A*mn.



Exemplo:

A seguinte matriz é hermiteana:

3 [ a+ib 3 —i a-ib
A=| —i 6 W3 |, AT=| i 6 -3
a—-ib —-iW3 9 a+ib W3 9
3 i a+ib
Sendo A*= (AT)*, obtemos At =| —i 6 i3

a—-ib -iW3 9
ouseja A=A".Para matrizes reais vale A* = A'.

Se as fungdes B empregadas para calcular os elementos da matriz A séo as
autofungdes do operador A, ou seja quando A B; = a;Bi, obtém-se

<mlAIn> = [B*r ABn dV = ap [B*mBndV = 0 Omn

e a matriz fica reduzida a sua diagonal principal com os elementos iguais aos
autovalores, ou seja

01
a2 0
[Al= a3 (11)

Dito de outra maneira: o problema de achar os autovalores de um operador
equivale a reduzir sua matriz representativa a sua matriz diagonal. (Por isso é
importante, ter métodos numéricos que diagonalizam uma matriz.)

Note que os elementos da diagonal principal de toda matriz hermiteana devem
ser reais, ja que se o elemento A; fosse a + ib, o elemento A*; seria a - ib, e
estes elementos s6 podem ser iguais quando b = 0, ou seja, quando sao reais.
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6.3.2 Mudancas de eixos no espaco Hilbert.

Vimos que um operador dado A num sistema de eixos dado {¢} esta
representado por a matriz [A.m]. E claro, que se mudarmos o sistema e
aplicarmos um novo sistema de eixos {¢}, o mesmo operador estara
representado por uma matriz distinta [A',m]. O problema é como encontrar esta
nova matriz [A'nm]?

Vamos introduzir um novo operador, U, que faz a transformacgéo do conjunto
ortonormal {;} no conjunto, também ortonormal, {¢';}:

€n=U¢&, n=1,23 .. (12)

(Um exemplo de uma mudancga de eixos estudamos na Mecanica, paragrafo
3.6.1, descrevendo rotagdes por meio de uma matriz de rotagao.)

Sendo o conjunto {j} completo, podemos transformar todo vetor Yy = 3 n=1.« Cn&n
em outro vetor y' usando U. Ou seja

Y'=Uyp=U Zn=1,°° Cngn = Zn=1,°° Cn Ugn = Zn=1,°o Cn‘gln (13)

O operador U é chamado de operador unitario e pode ser definido de
diferentes maneiras. Aqui vamos usar a seguinte

Definicao

Um operador U é chamado de unitario (ou ortogonal) se satisfaz a
relagao

uu'=uu=1 (14
A matriz U que representa um operador unitario € uma matriz unitaria (ou
ortogonal, ou seja as colunas e linhas sado vetores ortonormais). Vamos
demonstrar que um operador unitario preserva o produto interno e ndo muda o
comprimento de um vetor.
A equagao ¢, =T &', define o operador inverso de U, pois temos

£=T€=TUE>TU=1> T=U"ouseja &=U"¢,

Vamos demonstrar que o operador U deixa inalterado o produto interno, ou
seja (Up,Uy) = (o,p).



Y =2 m=1,Cmém € @ = Y =1, An&p;

U= 3 m=12 CmU&m = Zm=1,2 CmC'm € UQP= 3 =1, dnUGn = 3 n=1,« dn'

(Uo,Uy) = (3 =10 dn&'n, 2 m=1,= Cm&'m)= 2n.m (dn&'n, Cm&'m)

= 2nm A% Cm (€', &'m) = 2 d* (XmCm Onm) = 2 d*n Cn

temos tambeém

(@,W) = (Zn=1,= dnn, 2m=1,= Cm&m) = 2nm d*n Cm (&n, &m)= 2n d*n Cn

Por isso, (Up,Uy) = (p,y), e dai segue que U é unitario.

Também podemos escrever U =U* e §,=U"¢'.

{cn} sejam os componentes do vetor gy no sistema {¢} e {dn} os do vetor .

No sistema {g'}} esses componentes séo {c'n} e {d'n}. Temos, também, que (¢,y)
= Ynd*nchn= >n (dW)* ¢, ja que o produto interno deve ser independente do

sistema de eixos.

Para achar o efeito que tem a mudancga da base sobre a matriz representativa
do operador A, consideramos a equagao @ = A y em ambos 0s sistemas.

(Em ambos os casos trata-se do mesmo operador e dos mesmos vetores ¢ e
W, somente as matrizes representativas sao diferentes.)

Usando a base {¢;} temos

W=Dn=1Cnén € @ = Dn=1-0dnEn; além disso @ = A Y = Y n=1,« Cm AGm;

dn = (80, @) = (&n, 2m=1,2 Cm A&m) = Zm (§n, Cm A&m) = 2 m Cm (Sn, AGm)

Designando (,, A¢y) = <€ lAIEL> por Anm obtemos, finalmente,
dn=Ym=t«AmmCm, N=123,. (15)

Usando a base {¢';}, obteremos

d'n = (€n,@) = (&, 2m=1,2Cm A&'m) = 2 m (§n, C'm A&'m) = I m C'm (§'n, AG'm) € com

A'nm = (g'n, A E'm) reSU|ta dln = Zm:’]‘co A'nm C'm, n= 1,2,3,... (16)
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Também podemos escrever (ja que ¢, =U ¢, e &' = Ugn)
A'nm = (§'n, A §m) = (Ugn, AUGm) = (&, U'AUEm)= (U"AU)m  (17)
Com as regras para a multiplicagdo de matrizes obteremos
Crm = (AU)rm = ZS=1,°°AFS Usm; r= Ilnha, m= CO|Una, C= AU
dnm= (U+C)n m = Zr=1,wU+nr Crm = Amm.
U™ = elemento da linha n e da coluna r da matriz U”
ou seja, Uty 1= (&, U'E), Ars 1= (&, ALs); Usm = (&, UEm) com U* = U
Podemos escrever
A'nm = (U+AU)nm = Zr,3=1‘ooU+nr Ars Usm 5 OU também
A'=U'AU=U"'AU (18)
A relacdo (18) indica a lei de transformagédo de matrizes ao mudar os eixos.
Esta lei tem carater geral e, por isso, € aplicavel também quando o numero de
dimensdes é finito, pois, na sua dedugao, nunca foi preciso pér uma condigéo
ao respeito do numero das dimensoes.
Mas, observe bem, ndo para toda matriz unitaria U sera A' mais simples do que
A. Mas, segundo um teorema muito importante de Schur (1909), existe para

qualquer matriz A uma transformacgdo unitaria U to que A' = U'A U é da
seguinte forma (forma candénica de Schur):

(A A Az - - A
Ao Aoz - - A'p
A - A
A = 3 3n (19)
B }“n i

Os elementos A'jj = A; sdo os autovalores de A. Além disso, pode-se demonstrar
que TrA=Tr A" edet A=detA".
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6.4 Medi¢gdes na Mecanica Quantica

Na mecanica quéantica postulamos que a cada grandeza observavel A
corresponde um operador A. Agora podemos afinar este conceito afirmando
que este operador € sempre hermiteano. (Nesta secdo designamos as
autofungdes com ¢ em vez de y.)

A todo autovalor a, da equacédo Ag = a@ corresponde uma autofungao @, e
pedimos que o sistema das autofungdes @1, @2, @3 ... Seja completo e que os
autovalores formem uma sucessao ordenada aj<az<asz < ...

Toda particula ou grupo de particulas esta descrita na mecéanica quantica por
uma funcdo de onda g, e o problema de encontrar os valores possiveis da
variavel A reduz-se a achar os autovalores da equagéo A@ = ap. Agora vamos
perguntar-nos quais sao as probabilidades de cada um dos resultados
possiveis. Para responder esta pergunta, expandiremos a fung¢ao de onda y do
sistema sob estudo em uma série das autofuncgdes ¢,

W= 2n=1,» Cn@n (20)

Se o sistema estiver, antes da medi¢cdao, num autoestado ¢, de A, entdo
fazendo uma medicdo da observavel A daria o resultado certo a,. Em geral, o
sistema estd num estado g, com ||y|| = 1, que ndo é um autoestado. Mas y
sempre pode ser expandido numa série de autoestados ¢, onde ¢, =(Pn,y).

Uma expanséo do quarto postulado afirma que a probabilidade de obter para a
observavel A dum sistema no estado (20) um resultado compreendido no
intervaloa’sa<a"é

P(a',a") = Salcal* (21)
incluindo na soma unicamente tais valores de n para os quais a, esta
compreendido no intervalo a’< a < a". E, em consequéncia, quando no intervalo
(a',a") contém o unico autovalor aj, entéo P(a',a") = |Cj|2 ey=gq,.
Agora, ao fazer a experiéncia, pode suceder que o estado do sistema se altere
e, por isso, se medirmos a observavel A no mesmo sistema uma segunda vez,
pode ser que vamos obter um resultado diferente de a;.

Se somarmos todas as probabilidades possiveis devemos obter

P(-0,4%) = Tt Cal* = 1 (22)



Vamos demonstrar a Eqg. 22, mas antes recordaremos como se pode
determinar os coeficientes c,.

<@ily> = (¢i,w) = [Pe*idv = J(Tcupn®*)dV = Fcal@*endv =F o 8in = ¢

Agora a Eq. 22, usando g = Yc,@, € * = Sc*¢p*n e @*ipdv = & , resulta

Jw*wdv = Ty i ] @40V + Fiet o CHCIQ PKAV = Fi=1 wC*iCk = Fk=1,|Ck[*=1
g.e.d.

Agora nos resta generalizar a expressao para o valor esperado (postulado 5,
secao 3.1).

Vamos substituir g = 3 cn@, na relagéo < A > = [y*Agdv. O calculo é parecido
ao anterior (A é a observavel que anteriormente, 3.1, foi designado por Q):

<A> =|y*ydv =
= Yt C5ca | @5QAV + ket CkCk@IQ* PKAV = Y =1,C*Chak = k=1, ~ak|Ck|*
<A>=Yraded® (23)

A Eq. 23 nos da o valor esperado da observavel A em funcdo dos coeficientes
Cn € dos autovalores a,.

Se conhecemos as autofungdes e os autovalores, os coeficientes ¢, para cada
g se deduzirdo imediatamente por meio da equacdo [y@dv = c;.. Conhecendo
estes valores, podemos realizar os calculos requeridos para determinar < A> e
P(a',a").

Como indicado, <A> é o valor médio que se encontraria se num numero
elevado de sistemas iguais, todos descritos pela mesma fungéo de onda,
efetuarmos um experimento para medir a magnitude da observavel A. Se a
funcdo de onda fosse @ = ¢, entdo, sendoc, =1 e ¢ =0 parai#n, aequagao
<A > =S .adcd® daria

<A>=a, (24)
como efetivamente deveria de ser.

Consideremos o caso da energia total dum sistema.
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A forma geral da fungédo de onda sera uma soma de um numero de diferentes
funcgdes de onda wn(x,t):

WX,t) = 3n=1,% Cn Wn(X,t) = 3 n=1,= Cn XP(-IEnt/N)Yn(x) (25)
O valor esperado da energia calculamos como
<E> = |0 W*(x,t)iNOW(x,t)/0t dx, onde ihd/dt & o operador da energia.
(Os operadores E = ihd/dt e o hamiltoniano H = - h%2m A + U produzem
resultados iguais quando aplicados a (25), ou seja eles sdo operadores
equivalentes.) Substituindo (25) na expressao para <E> da
= Y03 m EnCm*cn eXpli(Em-En)t/A] J-o o Wim*(X) Wa(x) dx

A integral é zero para m#n e a soma sobre m contribui somente com o termo m
= n, entdo temos

<E> = Zn En Cn*Cn eXp[I(En = En)t/h] = Zn:']‘co En |Cn|2 (26)

Quando a particula se encontra num autoestado, por exemplo wi(x,t), entdo c
=1 ec, =0 paran # k. Neste caso, a Eq. 26 proporciona <E> = E.

Se y(x,t) ndo for separavel, ou seja se ndo se poderia escrever uma equagao
como a 25, entéo os coeficientes c, serdo fungdées do tempo:

wx,t) = 2 ci(t) wilx)  (27)
e os coeficientes ci(t) vao satisfazer a relagao
G (t) = Cj(to) exp[-i Ej (t-to)/h] (28)

Esta equacao diz algo importante sobre medi¢gdes da energia: os resultados
n&o dependem do tempo. Pois a probabilidade para medir um autovalor E; &

P(E)) = |ci(t)]* = | ¢i(to) exp [ - i Ej (t-to)/R]|* = |gi(to)]? = |c;(0)|? se tomarmos to = 0.

O tempo da medigdo desaparece devido a forma especial do fator de tempo
(fator exponencial e complexo).



6.5 Evolucao do valor esperado com o tempo

Seja Q um operador hermiteano que pode também depender explicitamente do
tempo. Queremos saber a velocidade da mudanca do valor esperado da
observavel Q(t), representada por Q(t).
d<Q(t)>/dt = [ d/8t [w*(x,t) Q(t) Ww(x,t)] dx  (29)

Isso podemos escrever como

d<Q(t)>/dt = | . [0p*/ot Qu + Y*(0Q/At W) + W*Q dw/dtldx (30)
O segundo termo no integrando seria zero, se o operador nao dependesse
explicitamente do tempo. Geralmente, os operadores efetivamente né&o
dependem do tempo, mas no caso de sistemas expostos a campos externos, Q
sim pode explicitamente depender do tempo.

Para substituir ow/ot e dy*/ot, utilizamos e equagao de Schrodinger dependente
do tempo e sua complexa conjugada, ou seja

ihow/ot = Hy e -ihdyw*/ot = Hy* (31)

O operador H é real. Da Eq. (30) obteremos, escrevendo o segundo termo
como um valor esperado no lado esquerdo

d<Q(t)>/dt - <aQ(t)/at> = ifh [{[HW(x,H)]* Qu(x.t) - w*(x,)QHY(x,t)}dx (32)
=i/ h [<HylQy> - <yplQHY>] (33)
Utilizando a propriedade hermiteana de H, podemos combinar os operadores
d<Q(t)>/dt - <aQ(t)/ot> = i/ h [ <wIHQY> - <WIQHY>]
=i/ h <glHQ - QHIy> (34)
Na direita reconhecemos o comutador [H,Q] e temos, entéo, o resultado

d<Q(t)>/dt = <aQ(t)/at> + A" <i[H,Q]> (35)



Quando, como na maioria dos casos, Q nao é fungao explicita do tempo, temos
<dQ(t)/ot> = 0 e se [H,Q] for zero, também d<Q(t)>/dt = 0 e podemos formular
0 seguinte

Teorema:

O valor esperado de um operador que comuta com o hamiltoniano é
uma constante do movimento (ou seja, ndo se modifica quando o estado
do sistema evoluir).

Ja que todo operador comuta consigo mesmo, temos em particular que [H,H] =
0, ou seja que a observavel E é conservada. E claro, que a energia n3o sera
conservada quando o potencial depender do tempo: U = U(x,t). Em tal caso, o
hamiltoniano também seria dependendo do tempo, o que acabamos de excluir.
Deveriamos, entdo, escrever d<E>/dt = <gU/ot>.

Na mecanica classica existe uma equagao muito parecida a equacgéao (35):
dQ(t)/dt = oQ/at + {Q,H}, (36)

onde todas as grandezas sdo fungbes e nao operadores. Q[xi(t),pi(t); i =

1,2,3,...N = Q(t) € uma observavel classica (ou uma variavel dindmica) para um

sistema unidimensional de N particulas cujo hamiltoniano é H.

{Q,H}, o colchete ou paréntese de Poisson, é definido por

{QH} = Ti=1n (9Q/0x; OH/3p; - dQ/p; HIOX;)  (37)
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6.5.1 A conservacgao da paridade

A demonstragédo da n&o conservagao da paridade foi gratificado com o prémio
Nobel no ano 1957. Até 1956, pensava-se que paridade fosse um principio
fundamental da Natureza: todos os fenbmenos naturais obedeceriam a leis
invariantes mediante a reflexao no espelho (transformagao esquerdo - direito).
Em 1956, os fisicos sino-americanos Chen Ning Yang e Tsung Dé&o Lee,
sugeriram que as leis do decaimento (3 violariam a paridade, e suas previsdes
foram prontamente confirmadas em experiéncias realizadas por Chien-Shing
Wu, também sino-americana, e colaboradores. (Chen Ning Yang e Tsung Dao
Lee receberam o prémio Nobel de 1957 pelos seus trabalhos sobre as leis de
paridade em particulas elementares.)

Agora resta saber, o que é o operador de paridade I ? (Veja também 4.5.4)

Considere uma funcao y(x). Define-se o operador de paridade 1 pela seguinte
relacao:

My(x) = w-x) (38)

Logo, o operador de paridade transforma cada coordenada cartesiana em seu
negativo.

O operador I1 € linear, pois
Mlw1(x) + wa(x)] = Wa(-x) + P2(-x) = Mws(x) + Myz(x)
e M [cy(x)] = cy(-x) = c My(x)

Além disso, podemos mostrar que 1 € um operador hermiteano, pois da
definicdo do produto interno segue

(MY, @) = Loo0 W(-X) @(x) dX = [ PH(X)P(-X)AX,

onde foi usada a substituicdo x' = -x. Visto que o valor da integral ndo depende
do nome da variavel da integragéo, temos

(M, @) = Lo« W (X)@(-x)dx = (p,Me)
o que significa que I é hermiteano.

O operador M? equivale a multiplicar por um, isto &, o operador M? corresponde
ao operador unidade, ou seja M? = I. Isso podemos ver do seguinte calculo
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MPY(x) = M w(-x) = Y(x), ja que N(My) = N(W(-x)) = Y(x) = @

Da hermitecidade de I segue que os autovalores de [1 séo reais. Efetivamente,
a equacao dos autovalores Ny = Ay pode ser multiplicada por 1 dando

My = AMy = Ny
Porém, como operar com ? equivale a multiplicar por 1, entdo A> =1, e dai A =
+ 1. Essa equacdo nos diz que os autovalores do operador I1° sdo +1 e -1. Se A
= +1 entado diz-se que @ é uma funcao par. Quando A = -1 diz-se que y é uma
funcao impar.

Para a autofungao y(x) = senx encontramos MNMy(x) = sen(-x)= - senx = -1-y(x),
0 que nos diz que A = -1 e que Y € uma fungado impar.

Para g = cosx teremos My(x) = +1-y(x), logo, Y = cosx € uma fungéao par.

Da forma similar veremos que @ = ™ ndo é uma autofungdo do operador I,
uma vez que Y = e ndo possui uma paridade definida, pois vemos que

My = e* e isso significa que My # £ 1-y
Finalmente vamos demonstrar que no caso de um sistema com potencial
simétrico, por exemplo no caso V(-x) = V(x), o hamiltoniano do sistema e o
operador de paridade comutam, isso € NH = HI'1 ou seja [[1,H] = 0.
Pois temos
H = p%2m + V(x) com V(x) = V/(-x)
Hy(x) = - h%/2m d?g(x)/dx? + V(x)y(x) e
MHy(x) = - h%2m Nd2w(x)/dx? + MV(X)y(x)

= - h%2m d2@(-x)/dx? + V(-x)y(-X)

= - h%2m d?P(-x)/dx® + V(x)y(-x) = HMy(x)
Sendo esta equacgao valida para qualquer fungao, temos

HIM -MH = [H,N] = 0.
g.e.d.

Isso tem como consequéncia que d<[l1>/dt =0, como vimos no paragrafo
anterior ("se [H,Q] for zero, também d<Q(t)>/dt = 0").
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6.5.2 O Teorema de Ehrenfest

A mecanica classica como limite da mecanica quantica.

Paul Ehrenfest, 18.1.1880 - 25.9.1933, veja a biografia na pagina

http://www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ehrenfest.html

A mecanica quantica substitui o sistema mecanico sob estudo por uma fungao
de onda y. As propriedades de Yy se deduzem das do sistema mecanico real.
Quando se trata de uma particula, esta funcdo de onda sera, em geral, um
pacote de ondas. Se a particula é descrita por uma funcdo de onda g, que
pode ou n&o ser um pacote de ondas, os valores médios das coordenadas e do
momento linear satisfazem as equacgodes

m d<x>/dt = <py> = m<v,>

m d<y>/dt = <p,> = m<v,>

m d<z>/dt = <p,> = m<v,>
gque podemos escrever como

d<r>/dt = <v> (40)

0 que é analoga a equacao dr/dt = v.
O conteudo da equagéao (40) constitui o teorema de Ehrenfest, Z. Phys. 45,455
(1927), que agora vamos a demonstrar. (O processo do calculo é longo, mas
nao tem dificuldade nenhuma. O representaremos detalhadamente por ser
seguramente instrutivo.)
Comecgaremos calculando a derivada com respeito ao tempo de <x>.

d<x>/dt = d/dt Jv w*xy dV = [ap*/at xwdV + [y* xdw/dt dV

Substituimos dy/dt e dy*/ot utilizando a equagao de Schrodinger dependente
do tempo e sua complexa conjugada, confira a Eq. 31.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ehrenfest.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ehrenfest.html
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d<x>/dt = | xy [ih/2m Ay - iU/ g]dV + [ xy[-ih/2m Ag* + iU/h g*]dV
= ih/2m | (xy* Ay - xp Ag*)dV  (41)

Logo demonstraremos que o segundo termo do integrando pode ser
transformado, confira Eqs. 46-53. Essa transformagéo nos proporcionara

d<x>/dt = = ih/2m [ y* [x Ay - A(xp)ldV  (42)
E facil mostrar que A(xy) = XAy + 2 dw/dx, o que da
d<x>/dt = - ih/2m Jy*(20yw/dx)dV = -if/m | y* dw/dx dV  (43)
Tomando em conta que <p,> = -ihJy* dy/dx dV, resulta, finalmente,
d<x>/dt = m™" <p,>, (44)
ou seja, a primeira componente da Eq. (40). g.e.d. Devemos dar-nos conta de
que este resultado foi somente possivel, porque <ps> foi adequadamente

definido. E evidente que um calculo idéntico dara as equacdes faltantes

d<y>/dt =m™ <p,> e d<z>/dt=m" <p,> (45)

Antes de fazer um comentario sobre o teorema de Ehrenfest, vamos derivar a
expressao usada para reduzir o segundo termo do integrando da Eq. (41)

Observamos que este termo pode integrar-se por partes. Para fazer isso,
comprovaremos primeiro a seguinte identidade:

div[xy grad y*] = (x@) Ay* + grad y* - grad (xy) (46)
com as seguintes definicdes
v y=grad y = oy/ox i + oyloy j + owloz k ; (v = Nabla (hebr.))
Ay =v?y=divgrad y = v-v y = 3°/dx? + d*Wlay* + *ploz?
observe que v - v = v? = A (= operador de Laplace)

div f = v* f = of,/ox + ofyldy + of,/oz;
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Exemplo: div (f F) = o(f Fx)/ox + o(f Fy)/dy + o(f F)/oz
Mas, o(f Fx)/ox = f dF,/ox + Fy df/ox etc. Finalmente resulta
div (fF) =f (0F«/ox + oF,/dy + oF,/oz) + Fy of/ox + F ofldy + F, of/oz ou

div(fF) =f(divF)+F-gradf:=f(v-F)+ F-vf  (47)
tomando f := xy e F = grad y* = vy*, resulta
div (xy vy*) = xy (div grad y*) + grad gp*- grad (xy)

= (x@) (V-vy*) + vy*v(xy) , ou seja
div (xyp vy*) = (xy) (Ay*) + vyp*v(xy) )  (48)
Com este resultado volvamos a integral (41)
d<x>/dt = in/2m Jv (xy* Ay - xyp Ag*)dV

onde substituimos xwAy* por (div(xy vy*) - vy* - v(xy))

v (xy)ag*dV = |y [div(xy vy*) - vg* - v(xp)] dV  (49)

Usando, agora, o teorema de Gauss para transformar uma integral sobre um
volume numa integral sobre a superficie do volume:

[vdivA=JsAds  (50)
Obteremos
v (xy)Ag*dV = s (xp vy*)- ds - [y vy* - v(xy) dV

y deve sempre anular-se ao longo da superficie S, ja que y deve tender a zero
para grandes distancias do origem. Assim, a primeira integral se anula e resulta

v cxp)Ag*dV = - [y vy* - v(xp)dV  (51)

Repetimos, agora, o processo que acabamos de fazer com o ultimo integrando.
Vale a seguinte identidade
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divy*v(xy)] = g* vi(xy) + vy* v(xy)  (52)
Podemos introduzir em (51) a expressao vy*-v(xy) que tiramos da Eq. (52)
fv (x@)Ag*aV = -Jy {div[y*v(xw)] - y* v*(xy)}dV
e, volvendo a aplicar o teorema de Gauss, tenderemos
v (xw)Ay*dV = s [Wrv(xw)l-ds + [y y* v¥(xy)}dV
Pelas mesmas razdes que antes, a integral sobre a superficie se anula e fica
v (x@)AgrdV = Jv g* vi(xy)}dvV  (53)

Podemos, finalmente, voltar a integral (41) que queriamos calcular.

O teorema de Ehrenfest que acabamos de demonstrar € s6 um caso especial
do lei de correspondéncia de Bohr, que agora poderiamos pronunciar assim:

A cada lei da mecanica classica corresponde uma lei analoga na
mecanica quantica, lei que se obtera substituindo as variaveis classicas
pelos valores médios das variaveis quanticas correspondentes.

Assim, por exemplo, quando na mecéanica classica existe um potencial, temos
para a forca F = m dv/dt = dp/dt = - grad U. A lei analoga na mecanica quantica
sera d<p>/dt = - grad <U>.

Vemos, assim, que a mecanica classica pode ser considerada como limite da
mecanica quantica. De outra maneira pode-se demonstrar isso, observando
que para comprimentos de onda "muito pequenos" a equacado de Schrodinger
se transforma na equacao classica de Hamilton-Jacobi, que é uma equacéao
diferencial parcial de primeira ordem nas n + 1 variaveis independentes

d1,92,93, ---,0n,t.
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