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6 O Formalismo da Mecanica

Quantica, Parte Il

6.2 Operadores

Um operador é uma expressao que atua sobre uma fung¢ao para produzir outra
funcdo. Podemos escrever isso da seguinte forma

A f(x) =F(x) (1)
Aqui temos alguns exemplos: A = d/dx, d%/dx?, sen, | dx, , x? etc.

Os Operadores podem combinar-se para formar outros operadores. Os
primeiros operadores encontramos na sec¢ao 3.1 falando dos observaveis e
dos operadores correspondentes. Também a equagédo de Schrodinger, conf.
se¢. 3.2, Eq. (3), podemos transformar em uma equagéo com operador, pois

(- h%/2m -d?/dx? + U(x))y(x) = Ey (2)
pode ser escrita como H y = E y, onde foi introduzido o operador hamiltoniano
H := - h%2m -d%dx* + U(x) (3)

(O nome vem da similitude do operador com a fungado de Hamilton na mecanica
classica. Observa que a funcdo gy nao pode ser cancelada na equacao Hy =
Ey, pois H ndo é um simples multiplicador escalar como a energia E ao lado
direito da Eq. 2)

Os operadores constituem entes com existéncia e propriedades independentes
da funcéo sobre a qual eles operam. E preciso determinar quais sdo as leis que
devemos usar para soma-los, multiplica-los etc., ou seja, precisamos conhecer
a algebra dos operadores. O problema de encontrar o algebra dos operadores
se simplifica grandemente demonstrando que todo operador pode ser posto em
forma de matriz, e, em consequéncia, uma operagao entre operadores se
traduzira em uma operagao equivalente entre matrizes.
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As definicbes relativo aos operadores coincidem com aqueles que se referem
as transformacdes. Neste sentido ndo ha diferencia entre operadores e
transformacdes. Uma transformacéo linear L de R" em R™ é uma fungéo que
associa a cada u em R" um Unico L(u) em R™. Se n = m, a transformacgao linear
L: R">R" é chamada de um operador linear em R".

6.2.1 Algebra dos operadores

Quando queremos manipular operadores, precisamos tomar conta da sua

algebra. Temos que saber como operadores arbitrarios atuam sobre funcdes e

sobre si proprios.

As definicbes de soma e diferenga de dois operadores A e B (atuando sobre

uma funcao qualquer) tém a mesma aparéncia como a definicdo analoga para

numeros e fungoes.

A soma e a diferenga de dois operadores sao definidas por
(AtB)f=AftBf (4)

Similarmente, tem-se para o produto de dois operadores a seguinte definigao

(AB)f=A(Bf) (5)
Geralmente, se verifica que o produto ndo é comutativo, ou seja os operadores
(AB) e (BA) podem nao ser iguais, como por exemplo (x d/dx) e (d/dx x), onde

A = x e B =d/dx. Temos

x(d/dx f) = x df/dx, mas d/dx(x f) = f + x df/dx

Neste caso, dizemos que o comutador [A,B], definido por
[A,B] :=AB-BA, (6)

nao se anula. Se A e B comutam, entdo [A,B] = 0.
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Exemplo:
Calcule o comutador [x, d/dx]
Resposta:
[x, d/dx]f = (x d/x - d/dx x)f = x df/dx - d(xf)/dx = x f'-f-xf'=-
ou simplesmente [x, d/dx] = -1. Logo, o comutador entre x e d/dx é -1.
Normalmente, ndo se indica a funcdo f, mas €& necessario té-la em mente
quando se efetua o calculo do comutador.
Exemplo:
Calcule o comutador [ A/i d/dx, -h?/2m d?/dx?]
Resposta:
[ A/i d/dx, -h%/2m d¥/dx?] f = - h?/2mi -(d/dx d*/dx? - d*/dx? d/dx) f
=-h¥2mi (f"-f") =0

Logo, concluimos que o operador linear p comuta com o operador da energia
cinética p%/2m.

Do Principio da Incerteza, veja 3.4, podemos deduzir que é possivel
medirmos duas observaveis simultaneamente e (em principio!) com
exatiddo ilimitada, se os operadores correspondentes comutarem.
Podemos, pois, concluir que a energia cinética e o momento linear de
uma particula podem ser medidas simultaneamente. (Se pode
demonstrar que para dois operadores A, B vale AA AB = <C>/2, onde C
€ um operador hermitiano. No caso do primeiro exemplo escolhemos C
= h para obter Ax Apx = h/2.)

Demonstramos rapido que px = -ihd/ox e x = x sdo dois operadores que nao
comutam, e que px € x nao podem ser medidos com exatidao arbitraria.

Temos: (pxx) f = -ihd/ox(xf) - inf e (xpx) f = x(-ihd/ox)f = -ihxaf/ox
e entdo (xpx - pxx)f = ihf I ou, tirando o operador identidade I e a fungao f,

(Xpx - pxx) = in
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Logo, vemos que o operador linear px € o operador x do vetor posicdo nao
comutam e que as duas observaveis px € x nao podem ser medidas
simultaneamente. (A coordenada y e o momento px sim podem ser medidas
simultaneamente, pois podemos mostrar que (ypx - pxy) = 0.)

6.2.2 Definigoes

Operadores lineares

O operador A é dito linear se, e somente se, ele possuir as seguinte
propriedade

Afcif(x) + c2g(x)] = c1Af(x) + c2Ag(x)  (7)

Os constantes c4,c; podem ser complexos.

Exemplo:

f(x) = x, g(x) = €*. Vamos verificar se o operador diferencial A = d%/dx? é linear.
Alcqf(x) + cog(x)] = d¥/dx® [c1x + coe™] = ¢4-0 + cpe™ = -coe™

C1Af(X) + CoAg(X) = c1d¥/dx? (x) + cod?/dx? €™ = ¢1°0 + cpre™ = -ce™

> A = d¥/dx? é um operador linear.

A raiz quadrada n&o é um operador linear, pois V(x+e™) # Vx + Ve™ e Vex # cVx.

Operadores hermitianos

Entre os operadores lineares existe um grupo de operadores que sao de
grande importdncia na mecanica quantica, sdo eles os operadores
hermitianos. (Um secreto: Todos os operadores na mecanica quéantica sao
hermitianos.) Charles Hermite, 24. 12. 1822 - Dieuze (Moselle) 14.1. 1901 -
Paris.
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Sao trés as propriedades dos operadores hermitianos que sdo de maxima
importancia:

1. Os operadores hermitianos possuem autovalores reais

2. As autofuncdes de um operador hermitiano sao, ou podem ser escolhidas
de tal forma que sejam ortogonais.

3. As autofungdes de um operador linear hermitiano formam um conjunto
completo e ortogonal de fungdes

Antes de demonstrar as duas primeiras propriedades em 6.2.3, cabe dar uma
definicdo da hermiticidade.

Definigao:

Um operador O € hermitiano se para todo par de fungdes f e g se
cumpre a igualdade

[f*(0g) dv = [(Of)*gdv  (8)
Na formulagéo de Dirac: <flOg> = <Of Ig> := <f |I0Ig>, onde a ultima forma quer
indicar que o operador pode atuar ou sobre f ou sobre g. Note que (Of)* = O*f*.
Se forma O* mudando os signos dos numeros imaginarios i onde em O
aparecerem.
Vale a pena repetir alguns conceitos com respeito a Notagao de Dirac:

ket: 1g> = g(x); bra: <fl=f*(x)

braket: <f | g> = [f*g dx (integracdo sobre todo o espaco; f* = complexo
conjugado de f; bracket = paréntese)

Um operador hermitiano pode aparecer tanto no ket como no bra sem
influenciar o valor do braket. As seguintes propriedades dos brakets demonstra
-se usando a definicdo do braket como sendo uma integral:

<yql Ago> = [ wi* Ay dv.
Propriedade 1: <yqleywy> = c<yqly>

Propriedade 2: <cyqlyy> = c*<yqly>
(Sabemos que <flcg> =c <fl g>e <cf | g> = c*<f 1 g>)

Propriedade 3: <yqlyy>* = <yoly>
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Propriedade 4: <W1 + Yol W3 + Ws> = <@qlys>+<qlys>+<yolys>+<ylys>

A propriedade 4 € uma consequéncia das propriedades 1-3.

Operador adjunto
Diz-se que A" é o operador adjunto a A quando se verifica que
<fIAg> = <A'flg> (9)

Quando A" = A, diz-se que o operador é autoadjunto ou hermitiano. Escrito
sob forma de integrais (tomadas sobre todo o espaco)

[f*Ag dv = [(Af)'g dv = [A*f*g dv  (10)
Exemplo:

A := d/dx ndo é hermitiano sobre (-~,+«), porque (integrag&o por partes com u
=f):

<f IAg) = [f* (dg/dx) dx = f* g |"" - | g (df*/dx) dx =
= - [(df*/dx)g dx = -[(d/dx f) g dx = -<Af | g>
Vamos mostrar agora que (AB)" = B* A" (= propriedade 4)
Por um lado segue da definigdo que <f, AB g> = <(AB)" f Ig>
por outro lado temos:

<f, AB g> = <f, A(B g)> = <A'f | B g> = <B*(A"f) | g> = <B*A" f | g>, dai segue
que (AB)" = B" A", 0 que queriamos demonstrar.

Também as seguintes propriedades se deixam demonstrar sem grandes
dificuldades: (veja demonstragdo no seguinte paragrafo)

Propriedade 1: (A" =A
Propriedade 2: (A+B)'=A"+B"

Propriedade 3: (@A) =a*A"



6.2.3 Teoremas

Teorema 1 (operadores adjuntos)
Demonstrar a validez das propriedades mencionadas

(Usando <flAg>=<A'flg>e<Aflg>=<flA'g>
e <flcg>=c<flg>e<cflg>=c*<flg>)

Propriedade 1: (A" =A
<A flg>=<fIA"g>=<Aflg>> (A" =Aq.e.d.
Propriedade 2: Mostrar que (A +B) = A"+ B"
temos: <(A + B)f | g> =< (Af + Bf) Ig>=<Afl g>+ <Bfl g>
=<flA'g>+<flB'g>
= <f (A" + B)g>
pero também: <(A + B)f I g>=<fI (A+B)'g>> (A+B) = A"+ B gq.e.d.
Propriedade 3: (@A) =a*A"
<(aA)'flg>=<flaAg>=a<flAg>=a<A'flg>=<a*A"flg>
entdo: (aA)'=a*A’ q.e.d.
Teorema 2 (hermiticidade)

Demonstre que p = -ihd/dx € um operador hermitiano.
(Observe que (-iha/ox)* = ihdlox)

Prova:

Devemos comprovar que <f Ip g> = <p f Ig> (integragéo por partes, u :=f*)
<flp g> = [ F*(x,t) [-ih /dx g(x,t)]dx = -iR{[f*(x,t)g(x,t)] " - [g(x,t) a/x f*(x,t)dx}
[f*(x,1)g(x,t)]"".. = 0 pois f e g tendem a zero com x>+

S[ *(x,t) [-ih d/dx g(x,t)]dx = (-ih) [- [g(x,t) a/x f*(x,t)dx] = J(ihd/x f*(x,t))g(x,t) dx=

= [(-ih 310x f(x,))* g(x.t) dx = <p f Ig>
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Teorema 3 (valores esperados)
Mostre que o valor esperado da variavel A do operador hermitiano A é
real.
(Observe: Um numero c € real se € igual ao seu complexo conjugado c*)

Prova:

Queremos comprovar que o valor esperado da variavel A com operador
hermitiano A é igual a seu complexo conjugado.

Valor esperado da observavel A é definido como <A> = [y* A y dv, veja 3.2.
O complexo conjugado é <A>* = [(y*)* [Aw]*dv = Jy [Ay]*dv = [ [Ag]*y dv
Sendo A hermitiano, a ultima integral é igual a Jy* Ay dv = <A> = real g.e.d.

(O valor esperado deve ser real, pois os numeros medidos num laboratério séo
numeros reais.)

E instrutivo fazer a prova usando somente a notagao de Dirac:
<A>* = <gplAyp>* = < Ayly>
(a propriedade 3 dos brakets foi usada: <ywqlyz>* = <ysly>).

Usando a propriedade de hermiticidade, obtemos < Ayly> = <ylAy> = <A>
g.e.d.

Teorema 4: (autovalores reais)
Os autovalores de um operador hermitiano A sao reais.
Prova:
Ja que A é hermitiano, temos <ylAy> = <Ayly>. Agora:
<ylAy> = <ylay> = a<yly> e também <Ayly> = <ayly> = a*<yly> > a = a*
(<wly> = |y|? nunca é negativo!)
Veja também a seguinte demonstracdo: Ja que Aly> = a ly>, temos

<ylAly> = <yla y> = a <yly>, por outro lado



<ylAly> = <glAly> = <ylAly>* = <yla p>* = a* <yly>,

e dai segue a = a*, o que somente sera possivel se a for real.

Teorema 5: (autofungdes sao ortogonais)

As autofungdes {y;} de um operador hermitiano A que pertencem a
diferentes autovalores {aj} sdo ortogonais.

Prova:

Wi € Yk sejam duas autofungdes quaisquer do operador A. Entao

<AL|Ji|L|Jk> = ai*<quIqu> =3 <L|Ji|L|Jk> e também <L|Ji|AL|Jk> = ak <L|Ji|L|Jk>

Sendo A hermitiano, temos <yilAy> = <Ayily> ou (a;- ax) <yily> = 0.

Mas, como a; # ax , resulta que <yily> = 0 para i#Zk, qg.e.d.

Agora existe a possibilidade de as duas fung¢des escolhidas, y; e Wy, terem o
mesmo autovalor, a := a; = ax. Nesse caso temos uma degenerescéncia e a
prova anterior ndo sera valida, ja que a; - ax = 0, e as duas fun¢des ndo tém de
ser ortogonais. No entanto, por meio do método de Gram-Schmidt, veja a
secao anterior, podemos construir, mesmo neste caso de degenerescéncia,
duas fungdes mutuamente ortogonais com o mesmo autovalor. Segundo este
método, formamos primeiro uma combinagao linear Yy = ay; + Byyx com dois

constantes arbitrarias a determinar. Vamos determinar as constantes de tal
forma que temos

<yil ge>=0
Ou seja, a nova autofuncao, yy, sera ortogonal a y;.

Se escolhermos a := 1 e multiplicarmos y¢ = y; + Byx da esquerda por yi*,
obteremos por meio de uma integragéo

pi*wi dx + Blyi*wedx = | Wiy dx ou também <yily> + B<yily> = <yilye>

Escolhendo B da forma [ := -<yily> /<yilye>, obteremos <yilye> = 0, o que
queriamos obter. A nova fungdo Yy € ortogonal a yi.



Muito importante € o seguinte teorema. Primeiro formulamos uma

Definigao:
Diz-se que y é uma autofuncéo simultanea dos operadores lineares A e
B, pertencendo aos autovalores a e [3, respectivamente, se valem as
equacgoes

Ay =ay e By=py

Teorema 6a:
Se as fungdes de um dado conjunto completo {w} forem
simultaneamente autofuncées dos operadores A e B, entdo A ¢ B
comutam. (y seja uma fungéo qualquer do conjunto {y;})

Prova:

Consideremos as equagao de autovalores

Ay = ay
By = By

Fazendo B operar sobre ambos os lados da primeira equagao, teremos
B(Ay)=Bay=aBy=0f y

da forma similar resulta A(By) = A By = Ay = Ba y

entdo AB ¢y = BA y ou seja [A,B] =0, g.e.d.

Pode-se demonstrar também o teorema inverso:

Teorema 6b:
As autofungdes de operadores lineares cujo comutador é zero sao
simultaneamente autofun¢des dos dois operadores A, B. (Ou no caso de
degenerescéncia podem ser construidas para ser autofungdes
simultaneas dos A e B.)

Prova (assumamos que os autovalores nao sejam degenerados):

Seja y autofuncdo de A, ou seja Ay = ay. Multiplicando ambos os lados por B
da

BAy =B ay
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Ja que A e B comutam, temos BAy = A(By) = aBy, isto ¢, B é uma
autofungao com autovalor a. Uma vez que a foi introduzido como sendo nao
degenerado, By somente pode ser um multiplo de y, ou seja

By =By q.ed.

Nés supunhamos que os autovalores fossem nao degenerados. Consideremos
agora o caso de degenerescéncia. Para simplificar as consideragoes,
suporemos que a tem uma dupla degenerescéncia e que Y1 e Yy sejam duas
autofungdes ortonormais de A pertencendo ao autovalor a. Entdo, todas as
combinagdes lineares de w1 e Y, serdao também autofungdes de A com o
autovalor a. Vamos escolher uma destas combinacgdes lineares:

Y = a1y + azxy2

Y deve ser uma autofungao de A:

Ay = ay = a(aiys + azyy)
Multipliquemos esta equacéao pela esquerda por B:

BAy = aBy = aB(a1y1 + axy?)
Uma vez que A e B comutam, podemos reescrever isso na forma
ABy = aB(ay+ + axyy2)

Em outras palavras, B(aiy + axy>) € uma autofuncédo de A com o autovalor a.

Ja que supunhamos que a fosse duplamente degenerado, B(a1y+ + axyy) tem
que ser uma das combinacdes lineares de 4 e Y,. Por isso podemos escrever

B(a1y+ + azy2) = c1yq + C2y2
Se escolhermos a; e a, da seguinte maneira
Ciy1 + CoW2 = B(a1y1 + azxyy),
vemos que a4 + axy, também sera uma autofuncio de B, pois teremos
B(a1y1 + axy2) = B(aiys + azxy) (11)

Para determinar estes valores aq,a; especiais, multiplicamos a ultima equagao
por y*1 e y*; e logo integramos os produtos

a1<y4IBys> + ax<y4IByo> = Ba+1<yqly > + Bax<yqlyz2> = Bay



a1<yzlBy> + ax<yi|By,> = Bai<yelyq> + Bax<yqly,> = Baz
onde tomamos em conta que 4, Y, foram tomadas como sendo ortonormais.

Usando as abreviagdes <yqIByi> := By1, <@qIBy2> := By etc. obteremos o
sistema

a1Bq1 + azxB12 = Bay
a1B21 + @By = Pax (12)

O sistema (12) consta de duas equacdes simultdneas e lineares para a; € a,.
As equacgdes podem ser resolvidas caso o determinante dos coeficientes fosse
nulo

Bi1-B  Br2 |_,
Bo1  Boa2-B

Trata-se de uma equacgao quadratica com as raizes (31,2 para determinar a4 e
az. No caso de que B1 = B2, B seria um autovalor degenerado, ja que qualquer
escolha de a4, ap satisfaria as equacdes (12). Mas, se B¢ e B, fossem
diferentes, a; e a, podem ser determinados de tal maneira que Eq. 11 sera
satisfeita, e foi isso o que queriamos demonstrar.

6.2.4 Teoria de Sturm-Liouville

Todo esse material, a teoria dos operadores lineares, faz parte da area de
analise funcional (veja p. ex. Erwin Kreyszig, Introductory Functional Analysis
with Applications, John Wiley).

E interessante, que todos nossos problemas de contorno que estudamos na
mecanica quantica e na mecanica classica, sao parte da teoria de Sturm-
Liouville (Charles-Frangois Sturm, 1803-1855, Joseph Liouville, 1809-1882),
que também pertence as teorias estudadas na analise funcional.

L seja um operador diferencial como L:= d’/dx? . No caso da "Particula numa
caixa", secdo 2.1, consideramos a equacao

dPp(x)/dx® + Kp((x) =0 (13)



W(x) estava definido em 0 < x < L e as condi¢gbes de contorno eram
Wwo)=0ey(L)=0. (14)
A Eq. 13 é uma equacao de Sturm-Liouville (ou: StL) que podemos escrever
como Ly(x) = - k?y(x), onde L:= d%/dx®. Muitas vezes escreve-se o problema a
resolver com uma fungao de peso r(x)>0 e um parametro A:
L u(x) =- Ar(x)u(x) (15)
A forma geral do operador diferencial L é
L = [ao(x) d"/dx" + ay(x) d""/dx™" + ...] (16)
A equacdo
L u(x) = [ao(x) d™dx" + as(x) d"dx™" + .Ju(x) (17)
fazemos corresponder a seguinte equagao adjunta
L* u(x):= (-1)" {d"/dx" [ag(x)-u(x)] - d"/dx""[a1(x)-u(x)] + ... + (-1)"an(x)u(x)} (18)
Consideremos o caso n = 2
L u(x) = [ag(x) d¥/dx® + as(x) d/dx + ax(x)] u(x) (18)
L* u(x) = d?/dx? (ao(x)-u(x)) - d/dx( as(x)-u(x)) + az(x) u(x)=
= [ap d?/dx? + (2a0' - a1) d/dx + (ap" - a1' + az)] u(x) (19)

O operador linear diferencial L é autoadjunto, se ap'(x) = a;(x), pois neste caso
temos

L = L" = d/dx [ao(x) d/dx] + ax(x) (20)
(L é linear, porque L(cf1(x) + Caf2(x)) = c1Lf1(X) + coLfa(X))

Em geral, usa-se ap(x) := p(x) e ax(x) :=q(x), e essas fun¢des sao reais. Entdo a
forma autoadjunta do operador é

L =L":=d/dx [p(x) d/dx] + q(x) (21)
A equacéo geral de Sturm-Liouville

d/dx [p(x) du/dx] + [g(x) + Ar(x)]u =0, (22)
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onde q(x) := g(x) + Ar(x), € entdo uma equacgdo autoadjunta. Todo operador
diferencial linear do segundo ordem pode ser escrito em forma autoadjunta
(21).

Na sec¢do 4.4 vimos em Eq. 6 a forma n&o-autoadjunta de Hermite

d?u/dx® -2x du/dx + Au = 0 com A = w -1. A mesma equacdo tem a seguinte
forma autoadjunta

d/dx[exp(-x%) du/dx] + A exp(-x?) u =0
Esta equagao é do tipo StL. com p(x) = exp(-x%), g(x) = 0, r(x) = exp(-x?).
Um numero muito grande de fung¢des encontradas em matematica aplicada sao
solugdes de uma equagdo de Sturm-Liouville. Entre elas encontram-se as
fungcdes sen e cos, os polinbmios de Legendre, Laguerre e Hermite e as
funcdes de Bessel. Estes polinbmios ja encontramos e devido a sua
importancia, vamos depois investigar também a equagao de Bessel.

Vamos demonstrar, agora, que o operador L = L* := d/dx [p(x) d/dx] + q(x) &
hermitiano.

Teorema 1:
O operador L = L := d/dx [p(x) d/dx] + q(x) & hermitiano com respeito as
funcdes u e v que estdo definidas em [a,b] e que cumprem com as

condicoes

V*PU'[x=a = V*PU'|x=b, SENO pP(X) € q(X) reais (ou, tomando complexas
conjugadas, Vpu™'|x=a = VPU™'|x=b)

ou seja <vilLu> = <Lvlu>.

(Em forma integral: [ap v*Lu dx = [ap (L*v*)u dx = [ Lv* u dx, sendo L um
operador real, j& que ndo contém i = V(-1) e p,q s&o reais.)

Prova:

L u(x) = d/dx [p(x) du/dx] + q(x) u(x). Multiplicando por v* pela esquerda e
integrando da

Iv*Lu(x) dx = Jv* [p(x)u(x)] dx + Jv*q(x) u(x) dx

e integrando a primeira integral duas vezes por partes proporciona



Iv*(pu')'dx = v*pu'lap - JV*' pu' dx, onde v*pu'lap = O devido as condi¢cdes de
contorno que supunhamos acima. Logo segue

-[v*' pu' dx = -v*'pulap + fu(pv*') dx = [u(pv*') dx
Temos, entéo,
Jv*Lu(x) dx = Ju(pv*')" dx + [v*(x)q(x)u(x) dx
Multiplicando Lv* = [pv*'] + q(x)v* pela esquerda por u, resulta
fuLv* dx = Ju(pv*')' dx + Ju(x)q(x)v*(x) dx
o que significa que Jv*Lu(x) dx = JuLv*dx, ou seja <vILu> = <Lvlu>, ou seja,

L € um operador hermitiano. g.e.d.

6.2.5 Equacao de Bessel

Friedrich Wilhelm Bessel, matematico aleméo (1784 -1846), ja com 20 anos fez
um recalculo da trajetéria do cometa Halley. Foi designado diretor do
observatorio em Konigsberg em 1810 e manteve essa posigao até sua morte.
Os seus trabalhos sobre as irregularidades da 6rbita de Urano prepararam o
caminho do descobrimento de Netuno por Leverrier e Adams. E famoso,
também, por ter feito o primeiro calculo preciso (1838) da distancia da Terra a
um estrela.

A equacao de Bessel encontra aplicagdes em muitas partes da fisica, por
exemplo no calculo da temperatura num cilindro de grande comprimento. O raio
do cilindro é a, e no instante inicial temos a temperatura vo(r) que s6 depende
da distancia r do eixo e é independente de z e 8 (coordenadas cilindricas). A
superficie do cilindro obtém em t = 0 a temperatura v(a) = 0 e sera, depois,
mantida a essa temperatura.

Queremos encontrar uma expressao para a temperatura v(r,t).
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O fluxo de calor é um processo de difusédo e, por isso, podemos usar a seguinte
equacao diferencial para a temperatura

N kv (29)
ot

A constante k € chamada difusividade térmica e depende da condutividade
térmica, K, do material, da capacidade térmica c e da densidade p

k=Klcp (24)
O problema tem simetria cilindrica e a Eq. 23 em coordenadas cilindricas &

ov ko ,6 ov
—=——(r—) (25
ot rar(rar) (25)

A condicao inicial ¢  v(r,0)=vp(r) t<0 (26)
A condicdo de contorno é v(a,t)=0 t=0 (27)

Como o problema da corda vibrante, também esse € um problema de valor
inicial na variavel temporal t e um problema de valor de contorno na variavel r.

Para aplicar o método de separacdo de variaveis a esse problema, vamos
supor que

v(r,t) = T(t) R(r) (28)
Substituindo 28 na equacéo 25 nos da
10T k 0 oR
———=——|r—1 (29)
Tot rRor or
A expressao a esquerda do sinal de igualdade depende s6 de t e a expressao a
direita depende so6 de r. Para que a Eq. 29 seja valida, é preciso que ambos os

lados da Eqg. 29 sejam iguais a mesma constante. Se denotarmos essa
constante de separagao por -a’k, entdo a Eq. 29 fica

10T _k 8 0R)__ 2 @)
Tot rRorl or
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Obtemos, entdo, as duas equacdes diferenciais ordinarias a seguir para T(t) e
R(r)

T/T =-a’%k (31)
[rRT/(rR) =-a® (32)

onde a linha se refere a diferenciacdo usual em relagdo a variavel indepen-
dente, sejaelarout.

A solugao particular da Eq. 31 é
T(t) = To exp(-0®kt) (33)
A Eq. (32) podemos escrever como

ﬁ(r@) +ra’R=0 (34)
or\ or

e isso € uma forma de Sturm-Liouville d/dx [p(x) du/dx] + [g(x) + Ar(x)] u =0
comu=R,p=r,g=0, r(x) =re a®=A Usando o argumento x = ar, podem
escrever a Eq. 34 da seguinte forma

x? d°R/dx*+ x dR/dx + X* R=0 (35)
0 que é uma caso especial (n = 0) da equagao de Bessel
x? d?y/dx® + x dy/dx + (x*-n%)y =0 (35)

As solugdes da equacgao 35 sao as fungbdes de Bessel J, e Y, de primeira e
segunda espécie e de ordem n. Entdo, as solu¢des da Eq. 34 sdo Jo e Yo.
(Mas, Yo (x) = -« para x>0, e, por isso, ndo pode ser uma solugdo de nosso
problema.) A solugao particular de 34 €, entéo,

R(r) = A Jo(ar) (36)
onde A é uma constante. A condi¢gdo de contorno pede que Jo (aa) = 0. Isso
mostra que, sendo X4, X2, ... 0S zeros de Jo (X) = 0, os valores possiveis de a
serao

q; = xj/a (37)

Estes valores de q; sdo os autovalores do problema de Sturm-Liouville e as
fungdes Jo(ajr) sdo as autofungdes.



6-18

Isso significa que Jo (air) e Jo (ajr) sdo ortogonais para a; # o com respeito a
funcdo de peso r. Temos, entdo, para a; # a;, que

Jo.a rdo(air)Jo (ar) dr=0 (38)
As constantes de normalizacdo obtemos de
N? = Joa rldo(ayr)]?dr  (39)
Temos, agora, as seguintes solugdes particulares da Eq. 25
v; = Aj exp(-a°kt) Jo(ayr)  (40)

onde as constantes A; ainda devem ser determinados. A solug&o geral é dada
pela soma destes solugdes particulares

v(r,t) =2 A exp(-ajZkt) Jo(ajr)  (41)

Por meio da condicao inicial v(r,0) = vo(r) t<0 (26) podemos determinar os
valores das constantes A;. Para t = 0 resulta da Eq. 41

vo(r) = 25 Aido(ayr) - (42)
Multiplicando ambos os lados por rJo(a4r) e integrando (utilizando 38 e 39) da
A1 = Ni?o.a Vo(r) rdo(ayr)dr
e, da forma semelhante, obteremos para A,
A = Ni%Jo.a vo(r) rdo(air)dr - (43)

Resta, encontrar uma expressao explicita para Jo(x) € Yo(x). Vamos buscar
uma solucdo em série de poténcias, como ja fizemos nos caos do OHS e do
atomo de hidrogénio. Partimos da equacdo x* d’°R/dx* + x dR/dx + x> R = 0
(35), ou melhor da x d?R/dx? + dR/dx + x R = 0. Supomos, ento, que

R(X) = xP(@agtaix + @z x> + ...) = XP Yneoo anX"  (44)
Podemos escolher ag = 1. Logo temos

x d?R/dx? = p(p-1)x"+ ay(p+1)px® + ax(p+2)(p+1)x" '+ ...
dR/dx = pxP'+ a;(p+1)xP+az(p+2)x"*+...

xR = x*"'+ axP*%+ .



Somando estes resultados e juntando os termos semelhantes, temos
[p(p-1) + pIx* " +[as(p+1)+as(p+1)pIxP+az(p+2)(p+1)+az(p+2)+1]x**'+... = 0
o coeficiente de cada poténcia de x tem de ser igual a zero:

p(p-1)+p=0

ailp+1)+ai(p+1)p=0

ax(p+2)(p+1) + ax(p+2) + 1=0

a(p+3)(p+2) + az(p+3) +a1 =0

ay(p+4)(p+3) + as(p+4) + @2 =0

Da primeira equacgao vemos que p = 0 e das outras equacdes segue

ag=az=as=ar=..=0

a, =-1/2% a; = 1/22 - 1/4% etc.  (46)
Temos, entdo,
Jo(X) = 1 - x%/22 + X1 (2%-4%) - x5/(2%-42-6%)+ ... (47)

Também podemos obter uma série para Yo(x), a funcdo da segunda espécie.
Se ao principio ignoramos a condicdo p = 0 e mantemos p nas equagdes 45,
obteremos em vez de (46) as seguintes expressoes

aj=az=as=ar=..=0

ap = -1/(p+2)% a4 = 1/(p+2)%(p+4)? etc.  (48)
A funcéo que resulta desta maneira designaremos por y:
y =x°[1 - X%(p+2)° + X'I(p+2)*(p+4)* + ... 1 (49)

Esta fungao satisfaz a equagao diferencial a seguir (o coeficiente do termo x*’
é p® e ja ndo é zero)
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xy" +y'+xy=px"" (50)

Derivando esta equagdo uma vez com respeito a p, e designando dy/dp por y,,
obteremos

xd?y,/dx? + dy,/dx + xy, = 2pxP" + pX*" In x  (51)

Observamos que, par p = 0, o lado direito de (51) tendera para zero dando,
outra vez, a equagao de Bessel. Segue, entdo, que yp 0 € uma solugéo da
equacao de Bessel. Da séria (49) obtemos

dy/dp = xP Inx [1 - X¥/(p+2)%+... ] + xP{ 2x%/(p+2)° - 2x*[1/(p+2)*(p+4)? +
1/(p+2)*(p+4)°] + ... }, e disso obtemos para a funcdo da segunda espécie
Yo(x)= dy/dplo0 = Jo(X) In x + X127 - x*/(2%-4%) [1+1/2] +

+x%/(22-42-6%) [1 + 1/2 + 1/3] + ... (52)

Observe que Yo(x) =2 -~ quando x =0, o que foi mencionado acima. Visto que
a equacédo de Bessel é de segunda ordem, ela tem sO duas solugdes
independentes. Por isso, Jo € Yo € combinagdes lineares delas sdo todas as
solucdes da equagao de Bessel de ordem zero.

e JO:=plot: :Function2d(besselJ(0,x),x=0..10,Color=
RGB: :Green):// Programa MUPAd
YO:=plot: :Function2d(besselY(0,x),x=0..10,Color=
RGB: :Blue):
plot(JO0,Y0, plot::Text2d("y = JO(x)",[2,0.7] ),
plot::Text2d("'y = YO(X)",[3-8,0.4] ))

A

Y o2

0.8 T

y = JO(x)

06T

04T

02T

0.0

-0.2T

04 7T

As funcdes de Bessel de ordem zero






