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4.2 A lei da conservacao do momento
angular

4.2.1 O momento angular e o torque

Até agora, nao fizemos uso da segunda parte das experiéncias de Mach, ver capitulo 2,
Eq. (2.3). Heis aqui outra vez esta lei, mas com novos indices:

rhMxXxmias+raxmeaz: =0 (1)

Esta equacao vale para todo tipo de interacdo. No caso do movimento de rotagao, tem
muita vantagem o conceito de torque que desempenha um papel analogo ao da forca
no movimento de translacéao.

O torque M (ou 1) da forgca F em relacédo a um ponto fixo O, num sistema inercial, é
definido como o produto vetorial

M:=rxma=rxF (2)

O vetor r da a posicdo da particula em relacdo ao ponto O. r = vetor-posigao.
Compare esta definicdo com a definicdo dada na secédo 2.1. Com a nogao do torque
podemos reformular a equacgao (1):

M;+M2=0 (3)

Vamos ver, agora, que esta equacado contém uma nova lei de conservagao, uma lei que
segue sendo valida quando a interagdo deixa de existir. Eq. (3) mesma tem somente
significado fisico, se houver interagao.

Primeiramente introduzimos uma nova grandeza, a saber, o momento angular L para
uma particula de massa m:

L:=rxp (4).

A relacao (4) representa um vinculo entre movimento de translacdo e movimento de
rotacdo. O momento angular total de um sistema é a soma dos momentos angulares de
suas particulas. Para dois massas m4 e m, temos

L=L1+L2=r1xp1+r2xp2 (5)
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Este vetor tem a notavel propriedade de ser independente do tempo, pois
.
— 0
dt (6)

Para a demonstracio disso, ver 4.2.4
Sao as condigdes iniciais que determinam comprimento, direcdo e sentido do vetor L.
Sendo L, entéo, independente do tempo, vale

L=Li+L2=rqixpq+r2xpz=const. (7)

O resultado L = const. significa que a dire¢do de L fica inalterada e, com isso a
orientagdo do plano do movimento, determinado pelos vetores v4 e vz, permanecera
fixo no espago. Além disso, permanecem inalterados, como ja foi dito, o mdédulo e o
sentido de L. Isso tem também como consequéncia que as duas particulas, que estao
interagindo, tem que mover-se sempre no mesmo plano sem poder modificar o sentido
do seu movimento. Se o seu centro de massa (CM) estiver movendo-se com
movimento retilineo uniforme, veja 4.1.1, o plano das massas se moveria juntamente
com o CM. Com o seguinte programa podemos observar este comportamento:

e reset():
/*duas particulas de mesma massa ligadas por uma haste
se movem girando pelo espago ao longo da reta do CM*/
x1:=2*cos (2*PI*t): //Particula 1
yl:=3*t+2*sin (2*PI*t) :
zl:=2*¢t:
curval:=plot::Curve3d([x1(t) ,yl(t),zl(t)],
t=0..u,u=0..2,Color=RGB: :Red) :

pl:=plot::Point3d([x1l,yl,zl] ,PointSize=3*unit: :mm,
t=0..2,Color=RGB: :Red) :

x2:=-2*%cos (2*PI*t) : //Particula 2
y2:=3*t-2*sin (2*PI*t) :
z2:=2%t:

curva2:=plot::Curve3d([x2(t) ,y2(t),z2(t)],
t=0..u,u=0..2,Color=RGB: :Blue) :

p2:=plot::Point3d([x2,y2,z2] ,PointSize=3*unit: :mm,
t=0..2,Color=RGB: :Blue) :
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//reta do CM:

x3:=0:
y3:=3*t:
z3:=2*t:

curva3:=plot: :Curve3d([x3(t) ,y3(t),z3(t)],
t=0..u,u=0..2,Color=RGB: :Green) :

p3:=plot::Point3d([x3,y3,z3] ,PointSize=3*unit: :mm,
t=0..2,Color=RGB: :Green) :

//haste:
l:=plot::Line3d([x1l,yl,zl1l],[x2,y2,22],t=0..2,Color=RGB: :Black)
c:=plot::Circle3d (2, [x3,y3,2z3],t=0..2,Color=RGB: :Black) :

plot(pl,p2,p3,1,c,curval,curva2, curva3l)

Fig.4.2-1

O movimento do sistema das duas massas ocorre hum plano que se encontra
na ponta do vetor r.. A ponta deste vetor move-se com velocidade constante ao
longo da reta r¢ = reo + Vo t. NO programa usamos rge = 0 € Vg = [0, 3, 2].
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Enunciemos agora a lei da conservagao do momento angular:

O momento angular total de um sistema isolado é constante em méddulo, diregao
e sentido.

Esta lei € uma das leis fundamentais de conservacao da natureza, tendo sido verificada
mesmo em situagdes, as quais as leis de Newton ndo se aplicam (p.ex. quando estao
envolvidas particulas a altas velocidades ou de dimensdes subatémicas.)

Até aqui, o nosso sistema constava de s6 duas particulas, mas é facil de comprovar
que a lei é valida para qualquer sistema de particulas.

Um exemplo que mostra a validade de L = const. € o sistema solar que pode ser
tratado como isolado. Este sistema, como um total, tem momento angular constante
relativamente a seu centro de massa.

4.2.2 Decomposi¢cao do momento angular

Com frequéncia é conveniente decompor o momento angular total em relagdo a um
ponto fixo O no momento angular relativo ao CM (referencial C) e no momento angular
da massa total do sistema que se supde concentrada no CM, ou seja:

L=>mi(rixvi)+rcxMve :=Lnt+Lext (8)

rc € v sao posigcad e velocidade do CM em relacdo ao ponto O, r'; e V' sdo posigao e
velocidade da particula i em relagdo ao CM. O é um ponto fixo no laboratério que pode
ser considerado um sistema inercial (referencial L).

O primeiro termo a direita da4 o momento angular interno (o spin) relativo ao CM. O
segundo termo é o momento angular externo relativo ao ponto O no referencial L.
Chama-se Lext = re X M v também de momento angular orbital. No caso do atomo de
hidrogénico, o momento angular do atomo consta do spin e do momento angular orbital
do elétron.

A figura 4.2.2 mostra o caso de duas particulas. O vetor posicao da massa my; em
relacéo a massa ms € o vetor r = r2 - ry = ri2 que aponta da particula 1 a 2.
Os vetores ps € p2 tem a soma zero: p; + p2 = 0, eles formam um par de vetores.

O momento interno & Lint = 11 X p1' + r2' X p2', onde pq' = myvy' e p2' = muvy'. Com a
massa reduzida do sistema de duas particulas, designada por y e definida por 1/y =
1/m4 + 1/my, podemos chegar a uma forma muito simples para o vetor L.
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Com P' = myv¢' + muva' = 0 obtemos
Lint = }.I(I'1l X V1'- r1' X Vz'- I"2' X V1'+ I"z' X Vz') = I.J[(I'z' - r1') X (Vz' - V1')]

Introduzindo os vetoresr=r2"-ri"=r2-riev=vy' - vy = vy - vy, obtemos, finalmente,
a expressao

Lint=Mrxv (9)

O momento angular interno de um sistema de duas particulas é, ent&o, igual ao
momento angular de uma particula ficticia de massa p e vetor posigado r = r; - ry
gue se move com a velocidade v = v; - vy.

Na expressédo (9) ndo aparecem mais coordenadas com respeito ao referencial C,
somente encontramos quantidades relativas.

Se quisermos calcular o momento angular interno do sistema elétron-préton no atomo
de hidrogénio, entdo r e v significam vetor-posicdo e vetor-velocidade do elétron
medidos em relagao ao proton. y € a massa reduzida das duas particulas. Desde que a
massa my do préton é 1836 vezes maior do que a massa my do elétron, resulta p = m,.
Isso podemos ver facilmente, notando que y = my-my/(my+mz)= my/(1+mzy/mjy).

Fig.4.2-2

O sistema Terra-satélite artificial tem P = mgaeiite, jd que @ massa mq da Terra € muito
maior do que a massa m; do satélite.

E muito interessante que também a segunda lei de Newton se deixa formular para a
massa ficticia y. Pois as equag¢des do movimento das duas massas, a saber

myd?ry/dt? =-F e myd?ry/dt? = F,
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tomam, com r = r; - rq, a forma my'd?rz/dt? = (my + m,) F/m; que conduz imediatamente
a equacao

F=p d’rdt®>  (10)

Podemos interpretar esta equagdo como a lei de movimento da massa y com respeito
a um sistema de coordenadas fixada em mj.

A forca entre as particulas tem a forma de uma forga central, ou seja F = F(r)-r°, onde
r° &€ um vetor unitario com sentido e diregdo do vetor r. F = F(r)-r° é a forgca que m
exerce sobre my, e r é a distancia entre m; e my. F(r) pode ser de tipo gravitacional: F(r)
= - G'-mim./r®. (Ndo devemos cometer o erro de usar u em vez de m,!)

A meta de um calculo, normalmente numérico, é a determinacdo do vetor r em funcio
do tempo. Uma vez calculado r, falta determinar os vetores rq e r, . Este problema
podemos resolver por meio das equagdes

M=rc-mar/(Mm+mz) e ra=rc+mqr/(m+my)  (11)

Com ajuda da figura 4.2-2, podemos estabelecer as seguintes equag¢des para os
vetores-posi¢cao no sistema C:

r'y=-grimy r2=pr/my r'y=-myr'a/m;y (12)
As relacdes (10) e (12) d&ao as equagdes do movimento no sistema do CM
myd?ry/dt? =-F  (13)
myd’ra/dt? =F  (14)

Basta resolver a equacao diferencial (14), pois com r'y = -m; r'2/m4 obtemos r's.

4.2.3 A segunda lei de Kepler

Consideremos, outra vez , a equacgao L = const. para o caso de duas particulas. Uma
triste consequéncia desta lei da conservagdo do momento angular €, como vimos, o
fato de as particulas nunca poderem sair do plano do seu movimento e de nunca
poderem mudar o sentido do seu movimento.

Foi o matematico e astrobnomo polonés Johannes Kepler (1571-1630), que dedicou
grande parte da sua vida ao estudo do movimento do sistema especial de duas
particulas "Sol -Planeta", que conseguiu formular trés leis que descrevem o movimento
dos planetas:
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Primeira lei (lei das orbitas):
Todos os planetas se movem em orbitas elipticas, com o Sol em um dos focos.
Segunda lei (lei das areas):

O segmento de reta que liga um planeta ao Sol varre areas iguais em tempos iguais, ou
seja, a taxa dA/dt com que o segmento varre areas A é constante.

Terceira lei (lei dos periodos):

O quadrado do periodo de qualquer planeta é proporcional ao cubo do semi-eixo maior
da sua ¢rbita.

Lendo bem estes leis, notamos que a segunda lei e a parte da primeira que se refere a
um movimento planar devem ser consequéncias da lei da conservacdo do momento
angular.

Olhemos a seguinte figura, que ilustra o problema analogo do sistema "Terra-satélite".

satélite

Terra, m

1

Fig.: 4.2-3

No instante t = 0, o satélite estava na posicdo r, e teve a velocidade v,.
De L. = const. podemos deduzir que o vetor relativo r = r(t) se encontra sempre no
plano definido pelos vetores r, € vo. NO intervalo de tempo At, o vetor r varre a area AA
que tem, aproximadamente, a forma de um tridngulo, ou seja

AA =[r x (r + Ar)}/2 = (r x Ar)/2, veja o paragrafo 2.2.3 sobre o produto vetorial.
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Para At —> 0, o area do triangulo se torna igual a area AA varrido pelo satélite.
Podemos escrever

M dA/dt=p (rxdr/dt))2=prxv/2=Lc/2, ou seja:
dA 1 —
—=—VL_=const.

Esta equacgao exprime matematicamente a segunda lei de Kepler.

A parte da primeira lei que se refere a forma eliptica da 6rbita ndo se pode deduzir da
lei L = const.. Somente se introduzirmos uma forga da forma F = F(r)-r° como F(r) = -
k/r", ou seja, uma forga central, obtém-se com n = 2 e k > 0 drbitas elipticas com o
centro da forca em um dos focos.

(Paran=-1ek>0, isso é o caso do oscilador harménico, obtém-se também érbitas
elipticas, mas o centro da forga fica, neste caso, no centro da elipse. Veja capitulo 6.)

As leis de Kepler serdo tema do capitulo 5. Aqui queria sé mostrar o vinculo da primeira
e da segunda lei com a lei da conservagédo do momento angular.

Para terminar esta seg¢do, consideramos o caso de uma particula s6 que se move
uniformemente ao longo de uma reta.

Fig.: 4.2-4

Poder-se-ia pensar que tal particula ndo esta efetuando rotagdo nenhuma e que, por
isso, ndao pode ter momento angular. Mas temos que ver que o vetor posi¢ao sim gira
com respeito ao ponto fixo O. Se a particula for chegando de - « para ir a + <, 0
angulo a vai variar de 180° até 0°.
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No instante da maior aproximagao ao centro O, a distdncia d sera minima e a
exatamente 90°.

A distancia vertical d, denominada parametro de impacto, tem muita importancia na
descricao dos problemas sobre choques entre duas "particulas", veja secao 5.1.
Pode-se tratar de uma aproximagao ("choque") de um elétron do nucleo de um atomo
ou, também, de um acercamento de um meteoro da Terra.

O momento angular da particula com relagédo ao ponto O é L = r x mv, veja Eq. (4), e
tem o médulo |L| =mrvsena=mvd, visto que d =r sen a. Temos, assim,

| (16)

+

[

7]

d=

T+

O vetor velocidade-angular da particula vem dado por (veja "Com lapis e Papel"):
w=rxvir*X (17)
que nos permite escrever
ILl=mrxv|]=mr- w. (18)
A grandeza | := m r? chama-se de momento de inércia.

Veremos mais adiante que o momento de inércia é a inércia que o corpo apresenta
para a rotacdo. A determinagcdo do momento de inércia € um tema comum nos cursos
de calculo. Na préxima secao, vamos dedicar-nos, entre outras coisas, ao calculo do
momento de inércia para varios sistemas de particulas.

4.2.3 0O momento de inércia de um sistema de particulas

Imaginemo-nos que as particulas estejam ligadas por meio de hastes finas de massas
despreziveis a um eixo que se move com velocidade angular w = dg/dt.
Fazemos a suposi¢cdo que o eixo de rotagdo esteja orientado ao longo do eixo-z.
Temos, entdo w = k- do/dt, sendo k o vetor unitario do eixo-z. Todas as particulas
estdo movendo-se em circulos paralelos ao plano-xy. O momento angular na diregéo-z
€, para uma particula so,
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L =mrx v =mr x re,-dp/dt = mr°w k, ver 3.4.9
(Ajuda: Seja r perpendicular a w, ou seja, r = r(cos@i + sengj). Entao
I x €y = r(Cos@i + senqj) x (-sen@i + cosj) = r(cos’e(i x j) - sen’e(j x i)= rk)
Entao temos, neste caso,
L=mrwk (19)

r € a distancia vertical da particula do eixo de rotacao.
Somando os momentos angulares Li, = m; r% w k de todas as particulas, obtemos como
momento angular total com respeito ao eixo-z

L.=l;wk, (20)
onde ;=Y mir% é o momento de inércia do sistema de particulas.
Para o torque das forgas externas Mex: = dL/dt temos, agora,
Mext = |- dw/dt (21)

Vé-se, entdo, que o torque necessario para dar a um sistema de particulas uma certa
velocidade w é tanto maior quanto maior € o momento de inércia, dai vem o nome. O
momento de inércia desempenha na rotagcdo um papel analogo ao da massa na
translacéo.

Podemos considerar um corpo rigido que gira ao redor de um eixo fixo com
velocidade angular w como um sistema de um numero muito grande de particulas.
Cada partvcula do corpo percorrera um circulo cujo raio € a sua distancia até o eixo de
rotacdo. O momento de inércia do corpo em relagdo ao eixo serd | := ¥ m; r% . Sendo o
corpo um continuo, esta soma precisa ser substituida por uma integral:

N2 — 2
I—erln er-::l‘u" 22)

onde p € a densidade de massa do corpo e dV 1 um elemento de volume.

4.2.4 Com lapis e papel

a.

Para demonstrar a Eq. (6), partimos da relagdo d(rxp)/dt = dr/dt x p + rxdp/dt e
escrevemos
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d—l:—ifxm\?+F><mG =
at ar " Vit o V2

=V4X M4Vq + gy X Mqaq + Vo X MyVat+ ra X moa, = 0
ja que vy x mqvq=vaXx myva = 0, e devido a Eq. (3) temos ry x miaq + r x mpaz = 0.

O que sobra é dL/dt = O.

b.

Resta, agora, demonstrar a formula (17): w = r x v/r*.

Fig.: 4.2-5

Sabendo-se que w = A@/At, pode-se escrever w = AB/(r-At) = |Ar|-sena'/(r-At).
Quando At —>0, temos para o modulo de w a expressédo w = d@/dt = sena-vi/r.

O vetor w esta perpendicular as vetores r e v, ou seja w =r x v.

O fator de proporcionalidade deve ser 1/r?, para que w = dg/dt = v-senalr.
(|r x v)/r* = r-v-sena/r® = v-sena/r). Fica, assim, demonstrada a relagdo w = r x v/r°.
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4.2.5 Dois exemplos para o momento angular

a. O momento angular da Terra relativo ao Sol.
(Para simplificar, consideramos uma 6rbita circular. Os valores numéricos
s&o aproximados.)

A massa da Terra é 6 - 10** kg e sua distancia média ao Sol é 1,5 -10"" m.
O periodo da revolugdo da Terra em torno do Sol é T = 3-10" s.

A velocidade ang7ular média da Terra em torno do Sol &, entéo,

w =2m/T =2-10"s". Assim, o momento angular da Terra relativo ao Sol &
L = mrPw = 2,7-10* kg'm?/s (= J's).

(Para nosso fim, nao faz sentido manter todos os algarismos no resultado.)

b. O momento angular para um elétron relativo ao nucleo num atomo de
hidrogénio.
me = 9-10°'%g, r = 5,3-10""m, w = 4,1-10"%s™

Destes dados obtemos para o momento angular do elétron, relativo ao nucleo, o
valor L = mrw = 1-10%*%g-m?s.

Considere -e medite sobre!- a tremenda disparidade nos valores do momento angular
entre os objetos do cosmos.

O valor de L para o elétron no atomo de hidrogénio € designado pelo simbolo h (Ié-se
aga cortado) e € usado como unidade do momento angular de particulas atomicas.
O valor de h, com 6 algarismos significativos, ¢ h = 1.05459-10>* J-s.

A grandeza h = 2 h é denominada constante de Planck. (Max Planck, fisco alemé&o,
1858-1947, foi um homem de grandes qualidades humanas. M. Planck é lembrado
como o fundador da teoria quantica. Foi premiado com o Nobel de fisica em 1918.)
No site http://www.geocities.com/guri.geo/coment.htm vocé pode ler sobre Max Planck ,
sobre algarismos significativos ... e sobre muitos outros assuntos.






