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3.4 Movimento ao longo de uma curva
no espaco (parte segunda)

3.4.4 Mais exemplos sobre curvas no espaco.

No paragrafo anterior discutimos os elementos que entram na descricdo de uma
trajetéria de uma particula no espaco tridimensional (no 3-espaco).

Vamos, primeiramente, considerar um problema sobre os conceitos introduzidos até
aqui (curvatura, raio de curvatura, tangente etc.).

Depois retomamos os programas usados na segao 3.4 (primeira parte) para conhecer
alguns aperfeicoamentos na sua formulagdo. Nao precisamos, na realidade, refazer os
programas, € suficiente familiarizar-nos com técnicas mais curtas e mais elegantes que
MuPAD oferece para representar graficamente pontos, grupos de curvas, setas etc.

1. Velocidade, tangente, curvatura etc.

Uma particula move-se ao longo de uma trajetdria C cujas equagdes paramétricas
séo

x = 3-cos(2t), y = 3-sin(2t), z = 8t-4; t € o tempo.

a. Determinar um vetor-tangente (velocidade) a C.

b. Qual o médulo deste vetor?

c. Mostrar que t = - 3/5-sin(2t)-i + 3/5-cos(2t)-j + 4/5-k € um vetor-tangente-unitario a
C.

d. Mostrar que a curvatura é 3/25

e. Faca uma representacéo grafica da trajetéria C.
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Solugao:

x:=t->3*cos (2*t) : //Problema 1

y:=t->3*sin (2*t) :

z:=t->(8*t-4) :

pos:=matrix ([[x(t) ,y(t),z(t)]])://vetor-posigéao
v:=matrix ([[x'(t),y'(t),z'(t)]])://vetor-velocidade
ac:=matrix([[x'"'(t),y"''(t),z''(t)]])://vetor-aceleracgio
absolv:=sqrt(v[1l]*2+v[2]*2+v[3]*2):

vt:=v/absolv:
vt_abs:=sqrt(vt[1l]"*2+vt[2]*2+vE[3]"2):

k:=diff (vt,t)/absolv://eq. (3.4.1-6) ou (14)
k_abs:=sqrt(k[1]"2+k[2]"2+k[3]"2):

simplify(v) ;

simplify (absolv) ;

simplify (vt) ;//vetor-tangente-unitario

simplify (vt_abs) ;

simplify (k) ;

simplify (k_abs) ;
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Sem(Ey) _Fsmizd
T = T

e curve := plot::Curve3d([3*cos(2*t) ,h 3*sin(2*t) , 8*t-4],
t=0..2*PI) :

//t = 0..a,a = 0..2*PI -para uma animacgédo

plot (curve)
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Fig. 3.4-6



2. Faca um grafico de trés elipses com a mesma origem.
(Sugestao: empregar x = i-cos(t), y = i/2 - sen(t) parai=1,2,3)

Solugao:
e reset():// 3 elipses
for i from 1 to 3 do
x:=t->i*cos(t):
y:=t->i/2*sin(t):
curve (i) :=plot::Curve2d([x(t) ,y(t)],t=0..2*PI):

end_for;

Fig. 3.4-7
plot(curve(i)$ i=1..3,

Scaling=Constrained)
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3. Coloque 6 pontos (x(i), y(i)), i = 1 .. 6 sobre a elipse {9-cos(t), 5-sin(t)}
(a elipse serve de pano de fundo).

Solugao:

reset () :

x:=t->9*cos (t) :

y:=t->5*sin(t) :

curve:=plot: :Curve2d([x(t) ,y(t)],Color=RGB: :Red, t=0..2*PT) :
for i from 1 to 6 do

p(i) :=plot::Point2d ([x (i) ,y(i)]):

end for;

plot(curve,p(i) $ i =1 ..6,

Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-8
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4. Refazer o problema 3 para valores de i da lista "valores = [PI/3,P1/4,P1/5]"

Solugao:
e reset():
valores:=[PI1/3,PI/4,P1I/5]:
x:=t->9*cos (t) :
y:=t->5*sin(t) :
pos:=matrix([[x(t) ,y(t)]1]):
curve:=plot: :Curve2d (pos,Color=RGB: :Red, t=0..2*PI) :
p:=plot::Point2d (subs([pos[1l] ,pos[2]], t=valores[i]),
Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit: :mm) $ i=1..3:

plot (curve,p,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-9
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5. Coloque nos 3 pontos do grafico anterior os vetores-tangenciais unitarios.

Solucgao:

reset () :

valores:=[PI/3,P1/4,P1/5]:

x:=t->9*cos (t) :

y:=t->5*sin(t) :

pos:=matrix([[x(t) ,y(t)]1]):
v:=matrix([[x'(t),y'(t)]1]):
vabs:=sqrt(v[1]*2+v[2]*2):

vt:=v/vabs:

curve:=plot: :Curve2d (pos,Color=RGB: :Red, t=0..2*PI) :
xl:=pos[1l]: yl:=pos[2]:

x2:=x1+2*vt[1l]: y2:=yl+2*vt[2]:
p:=plot::Point2d(subs([x1l,yl], t=valores[i]),
Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit: :mm) $ i=1l..3:
vtg:=plot: :Arrow2d(subs (([x1,y1l], [x2,y2]),t=valores[i]),
Color=RGB: :Blue) $ i=l..3:

plot(curve,p,vtg,Scaling=Constrained)
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Fig. 3.4-10

6. Ampliar o grafico anterior com os vetores da curvatura
Solugao:

reset () ://t-k-plot
valores:=[PI/2,P1/4,P1/8]:
scale:=20:
x:=t->9*cos (t) :
y:=t->5*sin(t):
pos:=matrix([[x(t),y(t)]1]):
vi=matrix([[x'(t),y'(t)]1]):
vabs:=sqgrt(v[1]*2+v[2]*2):
vt:=v/vabs:
k:=diff (vt,t)/vabs:

curve:=plot: :Curve2d (pos,Color=RGB: :Red, t=0..2*PT) :
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xl:=pos[1l]: yl:=pos[2]:

x2:=x14+0.5*v[1l]: y2:=y1+0.5*v[2]:

x3:=x1l+scale*k[1l] :y3:=yl+scale*k[2]:
p:=plot::Point2d(subs([x1,yl], t=valores[i]),

Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit::mm) $ i=1l..3:
vtg:=plot: :Arrow2d(subs (([x1,y1l], [x2,y2]),t=valores[i]),
Color=RGB: :Blue) $ i=l..3:

vk:=plot: :Arrow2d(subs (([x1,y1l], [x3,y3]), t=valores[i]),
Color=RGB::Black) $ i=1l..3:

plot(curve,p,vtg,vk,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-11
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7. Para fazer um grafico de uma fungao f; (x), para k diferentes valores do parametro
a, utilizamos a fungdo plotfunc2d (subs(f a, a=valores[i]
$i=1..k, XRange = -1..5,YRange = -1..1)

Estabelecer o grafico de  f4(X) = In X/ x?, x positivo e valores de a = [0,0.5,1,2].

Solugad:
e assume (x, Type::Positive):
f a:=1ln(x)/x"a:
valores de a:=[0,0.5,1,2]:
plotfunc2d(subs (f_a,a=valores de a[i]) $ i=l. .4,

XRange=-1..5, YRange=-1..1);
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Fig. 3.4-12



3.4- 27

3.4.5 Superficie e circulo osculador no espacgo tridimensional

Uma funcdo de duas variaveis pode ser representada, graficamente, por uma superficie
no espago de trés dimensbes. Para fungdes de trés ou mais variaveis, essa
representacdo nao é possivel.

Existe, porem, a possibilidade de representar fungdes de trés variaveis por meio de
superficies de nivel. E o método usado, por exemplo, para estabelecer o potencial
gravitacional constante ao redor da Terra. Na meteorologia conhecemos as superficies
de temperatura constante ou presséo constante.

Vocé se lembra, certamente, que o tema das superficies ja foi matéria de estudo em
algumas sec¢des passadas, veja p.ex. as se¢des 1.1 ou 2.3. Na se¢do 2.3 usamos a
funcdo plot::Surface e na segdo 1.1.3 foi introduzida a fungédo plotfunc3d.
E aconselhavel reler essas sec¢des de tempos passados, certo?

Vamos agora considerar mais alguns exemplos.

Exemplo 1:

a. Faca um grafico da superficie z = 4 -x* -2y’ parax = -4 .. 4 ey=-3..3
b. Determine a equagdo do plano tangente a superficie z = 4 -x* -2y?

no ponto (2, -1). (Veja "Com Lapis e papel". O plano tangente sera
z: = 10 - 4(x-y)).

Solugao:

Parte a:

e reset():
superficie:=4-x"2-2%y"2:
plotfunc3d(superficie,x=-4..4,y=-3..3,

CameraDirection=[10,-5,35])// experimentar!
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Fig. 3.4-13

Parte b:
e superficie:=4-x"2-2*%y”*2:
plano:=10-4%* (x-y) :
plotfunc3d(superficie,plano,x=-4..4,y=-3..3,

CameraDirection=[10,-5,35])
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Fig.3.4-14

No paragrafo 2.3.3, mencionei as diferentes ferramentas (Tools) que MuPAD oferece
para inspecionar os graficos em trés dimensbdes. Com Tools/Query pode-se ler,
aproximadamente, as coordenadas do ponto de contato entre plano e superficie;
encontra-se, por exemplo: a ~ 1,96, b ~-1,02, f(2,-1) ~ -1,93.

Exemplo 2

a. Representar o Circulo Osculador no espaco tridimensional utilizando o programa

do circulo osculador no plano-xy (Programa 4).
Vocé encontra as informacdes sobre as pequenas mudangas necessarias em

"Com lapis e papel".

b. Usar como curva x = cos (t), y =2 sen (t), z=t, e como "instante" de contato t|=
Pl/4. Também incluir no grafico o vetor de curvatura para t = t4.
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reset () : //circulo-osculador no espago

tl:=PI/4:

x:=t->cos(t):

y:=t->2*sin(t) :

z:=t->t:

scale:=5:

curva:=plot: :Curve3d([x(t) ,y(t),z(t)],t=0..PI):
pos:=matrix ([[x(t) ,y(t),z(t)]])://vetor-posigéo
v:=matrix ([[x'(t),y'(t),z'(t)]])://vetor-velocidade
absolv:=sqrt (v[1]*2+v[2]*2+v[3]~2) :
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario

k:=diff (vt,t)/absolv://vetor de curvatura
raio:=1/sqrt(k[1]*2+k[2]*2+k[3]*2):
centro:=pos+k*raio”2:

vn:=k*raio://vetor-normal-unitario

t:=tl:

x1l:=pos[1]:
yl:=pos[2]:
zl:=pos[3]:

x2:=x1+scale*k[1]:

y2:=yl+scale*k[2]:

z2:=zl+scale*k|[3]:
circ:=centro+raio* (cos(t2) *vt+sin (t2) *vn) :
x3:=circ[1l]:

y3:=circ[2]:
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z3:=circ[3]:

x4 :=centro[1l]:
y4:=centro[2]:
z4 :=centro[3]:

circulo:=plot: :Curve3d([x3,y3,2z3],t2=0..2*PI,Color=RGB: :Bla
ck) :

pc:=plot::Point3d(x4,y4,z4,Color=RGB: :Black,PointSize=2*uni
t::mm) :

p:=plot::Point3d(x1l,yl,zl,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit
::mm) :

kc:=plot: :Arrow3d([x1l,y1l,zl], [x2,y2,2z2] ,Color=RGB: :Red) :

plot (curva,pc,p,kc,circulo,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-15
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3.4.6 Com lapis e papel

Derivadas Parciais e plano tangente.

A equagcio da reta tangente a curva y = f(X) no ponto (a, f(a)) é -ver paragrafo 1.2.1-
y=f(a) +f(a)(x-a) (1)

No caso de uma fungédo z = f(X,y) temos um plano tangente no ponto (a,b) do dominio
de f(x,y) no plano-xy.

(a, b, f(a,b)) é o ponto de contato entre plano tangente e superficie (sabemos que a
funcao z = f(x,y) pode ser representada por uma superficie).

A equagédo y = b representa um plano que corta a superficie, dando origem a uma
curva C.

A derivada parcial f, em (a, b) pode ser interpretada como a inclinagédo da reta tangente
a curva C, ou seja, como sendo tg a.

Por exemplo, seja z=4 - X2 - 2y2 uma fungéo definida num dominio D do plano-xy
e seja (2, -1) um ponto de D.

Para y = -1 (ou +1), temos z = 2 - x%, de sorte que a derivada ao longo da curva C
(fazer um gréfico!) é f; = -2x; fazendo x = 2, vemos que (2, -1) é iguala -4.

Define-se de modo analogo a derivada parcial fy(a,b). Em nosso caso, temos, para x =
2, = -2y2 e fy = -4y; fazendo y = -1, resulta f,(2, -1) = 4.

No caso de fungdes explicitas z = f(x,y), se calcula essas derivadas de modo usual,
pois trata-se sempre de derivar uma funcdo de uma variavel, sendo a outra variavel
tratada como uma constante.

Para a equagdo do plano tangente a superficie z = f(x,y) no ponto (a, b) esperamos
uma equacao do tipo da Eq. (1), mais ampliada por um termo que toma em conta a
inclinagao na diregcao-y. Efetivamente, temos

z; = f(a,b) + fx(a,b)(x-a) + f,(a,b)(y-b)  (2)
No caso da funcédo z = 4 - x* - 2y? no ponto (2, -1), confira a figura mais acima,

zt= -2+ (-4)(x-2) + (+4)(y+1) = 10 - 4(x-y)
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Circulo osculador no espaco.

Para representar o circulo osculador no espaco tridimensional a uma curva C,
precisamos de dois vetores unitarios que definem o plano no qual se encontra o circulo
osculador. Podemos escolher os vetores unitarios ortogonais t e n para tal fim.

Seja A o ponto de contato entre o circulo osculador e a curva C parat=a (out = ty).
Qual é a equagao deste circulo?

Os vetores t e n (no "instante" t = a e traslocados no centro m do circulo), sdo dois
vetores unitarios, assim como i e j.

Fig. 3.4-16

Um ponto X qualquer do circulo tem, respeito do centro C, as coordenadas (r cos(t), r
sen(t)), ou seja, respeito da origem O,

x(t) =m + CX =m + r (cos(t)-t(a) + sen(t)-n(a)) (3)
E esta a equacdo do circulo osculador que foi usado no Ultimo programa, onde
circ:=centro+raio* (cos (t2) *vt+sin (t2) *vn) :

€ o vetor x(t). O parédmetro t2 foi introduzido para fazer o grafico do circulo por meio da
instrucao

circulo:=plot: :Curve3d([x3,y3,z3],t2=0..2*PI,Color=RGB: :Black) :

x3:=circ[1,1] é a primeira coordenada do vetor x(t).
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Parametrizagcao de planos e retas no 3-espaco

No paragrafo anterior utilizamos os vetores unitarios t e n para definir um plano no 3-
espaco. Equacéao (3) é uma equacgao vetorial paramétrica de um circulo de raio r nesse
plano. O vetor m foi o vetor posicdo do centro do circulo.

Considere agora um plano E contendo dois vetores ndo paralelos u e v e um ponto P,
com o vetor posi¢ao r, . Podemos chegar a qualquer ponto do plano partindo de P, e
caminhando paralelamente a u e v, somando multiplos deles a r,, ver esboco 3.4-17.

z

<
A

Fig. 3.4-17

Assim temos a seguinte equacgao vetorial paramétrica do plano E
E: r(st)=ro+s-u+tv (4)
Cada escolha dos parametros (s, t) marca um ponto P no plano E.

Sero=xi+Yyjj+tzk e u=ajitayj+ak e v=bqi+byj+bsk,
entdo as equacgoes paramétricas do plano E podem ser escritas na forma:

X=Xpo+tsaj+tby, y=y,+sar+tby, z=z,+sasz+tbs (5)
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Observe que a parametrizagédo do plano expressa as coordenadas X, y € z como
funcodes lineares dos parametros s e t.

Exemplo 1 (plano):

Escreva uma equacao paramétrica para o plano pelo ponto (2,-1,3) e contendo os
vetoresu=2i+3j-k e v=i-4j+5k

Solugao:

A equacao paramétrica € r(s,t) = 2i - j + 3k + s(2i + 3j - k) + {(i - 4j + 5k), ou seja:
r(s,t) = (2+2s+t)i + (-1+3s-4t)j + (3-s+5t)k. Em forma de coordenadas:

Xx=2+2s+t, y=-1+3s-4t, z=3-s+5t

Um plano paralelo ao plano-yz tem uma equacédo da forma x = k, onde k é uma
constante. Na seguinte figura estdo representadas os planos paralelos aos planos de
coordenadas juntos com o grafico da funcdo z = 4 - 05(x* + y?)
O ponto P, esta sempre sobre um eixo numa distancia 2; os vetores u e v sdo os
vetores unitarios i, j, k. Por exemplo: O plano paralelo ao plano-xz tem P, = (0,2,0), u =
(1,0,0), v = (0,0,1). As equagdes paramétricas sdo x = s,y = 2, z = t. Para os plots dos
3 planos utilizamos a funcdo plot: :Surface, e para a funcdo z = 4 - 0.5(¢* + y?)
utilizamos plot: : Function3d.

e reset()://3 planos
superficie:=-0.5*x"2-0.5*y*2+4:
f:=plot: :Function3d(superficie,x=-4..4,y=-4. .4):

El:=plot: :Surface([2,s,t], s=-4..4,
t=-12..4,Color=RGB: :Green) :

E2:=plot: :Surface([s,2,t], s=-4..4,
t=-12..4,Color=RGB: :Blue) :

E3:=plot: :Surface([s,t,2], s=-4..4,
t=-4..4,Color=RGB: :Yellow) :

plot (f,E1,E2,E3)
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Fig. 3.4-18

Exemplo 2 (reta):

Agora considere uma reta g na diregao do vetor v passando pelo ponto (Xo,Y0,Zo) COM
vetor posigcéo r,. Comegamos em r, € nos movemos pela reta somando diferentes
multiplos de v. Desta forma todo ponto da reta pode ser escrito como

g: r)=ro+tv (6)

Se v =ai + bj + ck , obtemos as seguintes equacgdes paramétricas da reta:

X(t)=xo+ta, ylt)=yo+tb, z{t)=z,+tcC (7)

t pode ser um numero real qualquer (isto &, t pode assumir todos os valores no
intervalo (-0 , +0)).
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Fazemos agora um esbogo da reta que é paralela a um dado vetor (2,5,3) e que
contém o ponto (7,8,9) .
As equagdes paramétricas sao

x=7+21 y=8+51 z=9+3-t

e reset()://reta no 3-espago

dir:=plot: :Arrow3d([0,0,0],[2,5,3],Color=RGB: :Red) : //direga
o

reta:=plot: :Curve3d([7+2*t,8+5*t, 9+3*t],
t=-4..1,Color=RGB: :Green) :

ponto:=plot: :Point3d(7,8,9,Color=RGB: :Black,
PointSize=3*unit: :mm) :

plot(dir,reta,ponto)

Fig. 3.4-19
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3.4.7 Planos em forma de coordenadas cartesianas

MuPAD oferece, a partir da versao 3, a nova fungdo plot: : Implicit3d que € ideal
para fazer gréaficos de planos dados em forma implicita.

A equagao de um plano que passa pelo ponto (Xo, Yo) € dada pela equagao
Z =2+ mM(X - Xo) + N(Y - Yo) (6)

m € a inclinagado do plano na diregao-x e n é sua inclinagdo na diregao-y. A Eq. (6) é
bem como a equacido de uma reta, exceto que ha duas inclinagcdes em vez de uma.
Com a Eq. (6) calculamos a coordenada-z do ponto do plano diretamente sobre o ponto
(x, y) no plano-xy.

A seguir alguns exemplos com planos verticais:

e plot(plot::Implicit3d(x + y + 5,

x = =-5..5,
y = -5..5,
z = -5..5))

Fig. 3.4-20
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e plot(plot::Implicit3d(x + 2,

x = -5..5,
y = -5..5,
z = =-5..5))

Fig. 3.4-21

Na seguinte figura vemos uma cabana limitada pelos planos verticais x = 0, x = 8
(verde), y =0 ey = 16 (azul). O teto € formado pelo plano z = 12 -x/4-y/8 (vermelho).
Cortando os planos, obtemos para as alturas dos quatro cantos 10, 12, 10 e 8 metros,
respectivamente. Na proxima seg¢do vamos calcular o volume desta cabana forma.

e pl:=plot::Implicit3d(z +x/4+y/8-12,
x = 0..10,
y = 0..18,
z = 0..15):



p2:=plot::Implicit3d(y - 16,

X
y
z
p3:=plot: :Implicit3d(x -
X

y

pl::Color:=RGB: :Red:
p2::Color:=RGB: :Blue:
p3::Color:=RGB: :Green:

plot(pl,p2,p3)

= 0.
= 0.
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Fig. 3.4-22
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