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3.4 Movimento ao longo de uma curva
no espago

O conceito de vetores e a notagdo vetorial, apresentados no capitulo 2.2, simplificam
muito significativamente o estudo do movimento ndo-retilineo, ou seja, o movimento em
um plano ou, no caso mais geral, no espaco tridimensional.

Para descrever tal movimento ao longo de uma curva no plano ou no espacgo
tridimensional, precisamos falar sobre algumas propriedades adicionais das curvas,
como a curvatura de uma curva em certo ponto da trajetoria, o raio de curvatura ou o
circulo osculador. Ja ao discutir as cicldides, na secad anterior, mencionamos estes
no¢cdes da geometria diferencial. Neste capitulo, vou discutir estes termos mais a
fundo.

Em 3.4.1 vou representar os conceitos basicos que em Com lapis e papel serdo
detalhadamente explicados.

Os termos introduzidos serado ilustrados por meio de Programas de MuPAD.

3.4.1 Conceitos basicos

O comprimento do vetor-velocidade é v = ds/dt , o vetor v aponta no sentido do

movimento.
1/2

Temos v = (v'v)'“, onde v'v é& o0 produto escalar dos vetores v, wv.
O vetor
c VvV
vos ds
dt  (3.4.1-1)

€ unitario e tangente, tendo diregdo e sentido do movimento. No plano xy, t pode ser
escrito como t = cos @ i + sen @ j, onde @ é o angulo formado pelo eixo positivo X e v.
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Muitas vezes se utiliza o comprimento de arco, s=s(t), como parametro em vez do
parametro t (tempo). O vetor posicédo €, entdo, x(s) e a derivada desse vetor com
referéncia a s denomina-se dx(s)/ds := x'(s). Em Fisica, prefere-se usar r(t) em vez de
x(t).

Uma derivada com respeito do parametro t €, geralmente, denominada por um ponto
acima da variavel: z(t) := dz/dt. Porém, é possivel escrever Z'(t), pois a indicagao da
variavel diz claramente que se trata da derivada dz(t)/dt.

Ja que s = s(t) € uma fungdo composta, podemos estabelecer a seguinte relagcéo entre
r'(s) e r'(t), ou seja entre dr(s)/ds e dr(t)/dt:

r'(s) = v(t)/v (3.4.1-2)
Pois: v(t)=dr(t)/dt = dr(s)/ds - ds/dt = dr(s)/ds's =r'(s)v

Se descrevermos a curva por meio do parametro s, teremos a seguinte expressao para
o vetor unitario t:

t (s) =r'(s)|r'(s)| =r'(s) (3.4.1-3)

ja que |r'(s)| = 1, veja "Com lapis e papel".
A derivada de t com respeito de s chama-se de curvaturak :
kK=1/p = |dt/ds| = [t'(s)| = | r"(s)] (3.4.1-4)

Kapa (k) € a curvatura e ro (p) o raio de curvatura do caminho percorrido.
Para o vetor unitario normal n temos a seguinte formula importante

n=pr'(s) (3.4.1-5)
Partindo de (3.4.1-2), obtemos para o vetor de curvatura r"(s)
r" = dr'/ds = d(v(t)/v)/ds = dt(t)/ds = dt/dt -1/(ds/dt) = dt/dt - 1/(v-v)"?, ou seja:
r'(s) = dt(t)/dt - 1/(v-v)"? (3.4.1-6)
12 .

onde (v-v) < é o médulo |v|=v do vetor v.

Podemos usar também o produto vetorial (1inalg: : crossProduct) para o calculo
do valor absoluto de kapa e aplicar a seguinte expressao:
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v-a

R —)

[Vv-v)

\ : (3.4.1-7)

onde o vetor a(t) € a aceleracgao.

Ainda temos outra equacgao para o vetor de curvatura:
K=(a-v-dv/dt- 1/v)\V (3.4.1-8)

e temos uma ultima relagédo para o raio de uma curva {x = x(t), y = y(t)} no plano-xy:

p = (X'Z + yl2)3/2 / (lell - yIXll) (3.4.1_9)
No caso de uma elipse {x = a cos t, y = b sen t}, temos

p=(a’sen’t+b?cos’t)*?/(ab)  (3.4.1-10)

Todas estas formulas nos oferecem ndo sé uma maneira de calcular kapa e ro, mas
também sao excelentes exemplos para praticar o uso de MuPAD.

3.4.2 Programas

No primeiro programa calculamos a curvatura e o raio de curvatura de uma elipse,
utilizando quatro diferentes formulas: (3.4.1-6), (3.4.1-7), (3.4.1-8), (3.4.1-10).

O segundo programa fabrica uma representacéo grafica do vetor-curvatura no caso de
uma elipse. Confira bem o comprimento de r" com o grau de curvatura da trajetéria.

Com o terceiro programa fazemos uma animagao que demonstra os vetores v e r" ao
longo de uma elipse. Observe o comprimento (médulo) dos vetores nos diferentes
pontos da trajetdria. Onde a curvatura é grande, a velocidade € pequena e vice-versa!

O quarto programa mostra o circulo osculador num ponto de uma elipse.
Aplique as programas usando diferentes valores iniciais.
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Programa 1:
e reset()://curvatura com varias férmulas
tl:=PI/7:
a:=9:b:=5:¢c:=0:// elipse, ja que c=0
x:=t->a*cos (t) :
y:=t->b*sin(t) :
z:=t->c*t:// fbérmulas para uma hélice
pos:=matrix ([[x(t) ,y(t),z(t)]])://vetor-posigédo
v:=matrix ([[x'(t),y'(t),z'(t)]])://vetor-velocidade
ac:=matrix([[x''(t),y"''(t),z''(t)]])://vetor-aceleracgéio
absolv:=sqrt(v[1l,1]*2+v[1,2]"2+v[1,3]1"*2):
derv:=diff (absolv,t)://d|v|/dt
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario
ve:=diff (vt,t)/absolv://vetor-curvatura (3.4.1-6)
cross:=linalg: :crossProduct(v,ac):
abscross:=sqrt(linalg: :scalarProduct (cross,cross)):
t:=tl:
absolvc:=sqrt(vc[l,1]*2+vc[1l,2]*2+vc[1,3]"2):
kk:=ac/absolv*2-derv*v/absolv*3://vetor-curvatura-(3.4.1-8)
absolk:=float (abscross/absolv*3)://(3.4.1-7)
//raios de curvatura:
ro:=1/absolk;
rol:=1/float (absolve) ;//raio de curvatura
ro2:=1/float(sqrt(kk[1,1]~2+kk[1,2]"*2+kk[1,3]"2));

ro2d:=float((a”*2*sin(t) *2+b*2*cos (t)*2)*1.5/(a*b)) ;
//Eq. (3.4.1-10)
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Resultados:
4.708748705
4.708748705
4.708748705

4.708748705

Programa 2:

e reset()://grafico do vetor-curvatura
tl:=PI/5:a:=9: b:=5:
x:=t->a*cos (t) :
y:=t->b*sin(t) :
scale:=20://elipse
curve:=plot: :Curve2d([x(t) ,y(t)],t=0..PI)://pano de fundo
pos:=matrix ([[x(t) ,y(t)]])://vetor-posicgédo
v:=matrix([[x'(t),y'(t)]])://vetor-velocidade
absolv:=sqrt(v[1l,1]*2+v[1,2]*2):
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario
k:=diff (vt,t) /absolv://vetor de curvatura, eq. (14)
t:=tl:
xl:=pos[1l,1]:yl:=pos[1,2]:
x2:=x1+ scale*k[1l,1]:

y2:=yl+ scale*k[1l,2]:
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p:=plot::Point2d (x1,yl,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit::m
m) :

kc:=plot: :Arrow2d([x1,y1l], [x2,y2] ,Color=RGB: :Red) :

plot(curve,p,kc,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-1

Program 3 :

reset () : //curvatura e velocidade com animacédo
//tl:=PI/2:

a:=9: b:=5:

x:=t->a*cos (t) :

y:=t->b*sin(t):

scale:=20://elipse

curve:=plot: :Curve2d([x(t) ,y(t)],t=0..2*PI):

pos:=matrix([[x(t),y(t)]])://vetor-posigédo

v:=matrix([[x'(t),y'(t)]])://vetor-velocidade
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absolv:=sqrt(v[1l,1]*2+v[1,2]*2)://mbédulo de v
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario
k:=diff (vt,t)/absolv://vetor de curvatura
xl:=pos[1l,1]:
yl:=pos[1,2]:
vli:=v[1l,1]:
v2:=v[1,2]:
x2:=x14+0.5*v1l://extremo do vetor v com fator de reducédo
y2:=y1+0.5*v2:
x3:=xl+scale*k[1l,1]://extremo do vetor k
y3:=yl+ scale*k[1l,2]:

p:=plot::Point2d(x1,yl,t=0..2*PI,Color=RGB: :Green,PointSize
=2*unit: :mm) :

vc:=plot: :Arrow2d([x1,yl], [x2,y2],t=0..2*PI,Color=RGB: :Blac
k) : //velocidade

kc:=plot: :Arrow2d([x1,y1l], [x3,y3],t=0..2*PI,Color=RGB: :Red)
://curvatura

plot(curve,p,vc,kec,Scaling=Constrained)

ig. 3.4-2
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Programa 4:
reset () ://curvatura com circulo-osculador
tl1:=5*PI/6: a:=3: b:=2:
x:=t->a*cos (t) :
y:=t->b*sin(t) :
scale:=4://elipse
curve:=plot: :Curve2d([x(t) ,y(t)],t=0..PI):
pos:=matrix ([[x(t) ,y(t)]])://vetor-posicgédo
v:=matrix ([[x'(t),y'(t)]])://vetor-velocidade
absolv:=sqrt(v[1l,1]72+v[1,2]*2):
et:=v/absolv://vetor-tangente-unitario
k:=diff (et,t)/absolv://vetor de curvatura
raio:=1/sqrt(k[1,1]*2+k[1,2]"2):
centro:=pos+t+k*raio”2:
t:=tl:
xl:=pos[1l,1]:
yl:=pos[1,2]:
x2:=x1l+scale*k[1,1]:
y2:=yl+scale*k[1,2]:
x3:=centro[l,1]:
y3:=centrol[l,2]:
circulo:=plot::Circle2d(raio, [x3,y3],Color=RGB: :Black) :

pc:=plot: :Point2d (x3,y3,Color=RGB: :Black,PointSize=2*unit::
mm) :

p:=plot::Point2d (x1,yl,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit::m
m) :
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kc:=plot: :Arrow2d([x1,y1l], [x2,y2] ,Color=RGB: :Red) :

plot (curve,pc,p,kc,circulo,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-3

3.4.3 Com lapis e papel

Movimento curvilineo: Velocidade

Vamos agora considerar uma particula descrevendo uma trajetéria curvilinea C. No
instante t, a particula esta no Ponto A, dado pelo vetor-posicao r(t) = x(t)i + y(t)j +z(t)k.

Quando t mudar, o ponto extremo do vetor r vai descrever uma curva no espaco que
tem a representacao {x=x(t), y = y(t), z = z(t)}.

Embora o movimento da particula seja ao longo do arco AB = As, o deslocamento
designamos, porém, pelo vetor AB = Ar = r(t + At) - r(t).

A velocidade média Ar/At = (r(t + At)-r(t))/At 1 um vetor na diregao de Ar.
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Fazendo At muito pequeno, vamos obter a velocidade instantBnea
Ar dr -
im — =V
at—0 At dt (1)
No limite, quando B esta bem proximo de A, o vetor Ar coincide em direcdo com a

tangente no ponto A. Assim, no movimento curvilineo, a velocidade instantédnea € um
vetor tangente a trajetéria.

Ha outra maneira para localizar uma particula sobre uma trajetéria, a saber, por meio
do deslocamento s = O*A ao longo da curva. O* é um ponto de referéncia arbitrario
sobre a trajetoria.

Quando a particula vai de A a B, o deslocamento As ao longo da curva 1 dado pelo
comprimento do arco AB.

Multiplicando e dividindo a equacéo (1) por As, obtemos

_ lim {ll' AS} lim lim As
t%EI As At As—0 _"'\.S At—0 j.t (2)

visto que As — 0 quando At — 0.

O médulo de Ar €, aproximadamente, igual a As, e quanto mais proximo de A estiver B,
mais proximo do valor de As estara o médulo de Ar,

Portanto, o fator

Ar dr -, =
Im — =r"=t(s)
he—0 AS CIS (3)

representa um vetor de mddulo unitario e diregdo tangente a trajetoria.
Assim, a equacgao (2) pode-se escrever como

v =ds/dt - t = v-t, onde t € o vetor tangente unitario: t = v(t)/v(t).

A taxa de variagao de t com relagdo a s € uma medida da curvatura da trajetéria num
ponto r e é dada pelo vetor de curvatura k. Utilizando a equagao (3), obtemos

K:=dt/ds=r" (4)

A direcao de kK, em cada ponto da curva, & perpendicular (normal) a curva no ponto
dado.
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Se n for um vetor unitario nesta diregcdo normal, podemos escrever
dt/ds =k - n (5)

O numero kapa é a curvatura, € n € chamado de vetor unitario normal principal no
sentido da concavidade da curva.

A grandeza p := 1/k tem o nome de raio de curvatura.

Um vetor unitario b, normal ao plano definido port e n com b =t x n é chamado de
binormal a curva.

(t, n, b) € uma tripla positiva de vetores unitarios, eles formam um sistema de
coordenadas ortogonais em cada ponto especificado da trajetéria.

Ha trés equagdes fundamentais que contém as derivadas de (t, n, b) com relagéo a s:
dt/ds =kn (6)
dn/ds=1b-kt (7)
db/ds =-T1n (8)

T (tau) tem o nome de torsgo. O plano definido pelos vetores t, n chama-se de plano
osculador da curva em A.

Movimento curvilineo: Aceleragao

Quando a velocidade de uma particula varia de v¢ para v, em um intervalo de tempo
At, sua acelerando média durante At € ameq = (V2 -vq1)/At = Av/At e a aceleranao
instantanea sera

A velocidade pode variar em modulo, direcdo ou sentido (ou em mais de um).
A aceleracdo é um vetor que tem a direcdo da variacao instantdnea da velocidade e é
sempre dirigida para a concavidade da curva.

Visto que a esta dirigida para a concavidade da trajetoria, podemos decompé-la numa
componente tangencial a; e uma componente normal a,. A componente tangencial é a
causa para a variagao do modulo da velocidade. A componente normal é a causa para
a variagao da diregao da velocidade.
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Temos a = dv/dt =d(v-t)/dt = dv/dt- t + v-dt/dt. Se a trajetdria fosse uma reta, o vetor t
seria constante em modulo e direcao, e dt/dt seria zero.

Quando a trajetéria é curva, a direcéo de t varia ao longo da curva e dt/dt ndo sera
nulo.

Para calcular a derivada de t, escrevemos (sendo p = 1)
t=cosopi+tsenqj
n = cos (Q+11/2) i + sen (Q+11/2) j
=-sen@i+cosqQj
sendo ¢ o Bngulo que a tangente a curva em A faz com o eixo X.

(A componente de um vetor, numa dada dire¢do, € igual a projecdo do vetor naquela
direcdo.)

Entdo, dt/dt =-sen ¢ - do/dti + cos @ - de/dt - j, ou seja
dt  do -
225
dt it (10)

€ normal a curva.

Nés nos lembramos de que @:= s/r em radianos, ou d¢ = ds/p, onde p 1 0 raio de
curvatura. Por isso temos d¢/dt = dg/ds - ds/dt = v/p e a equanéao (10) se torna em

dt

Voo
—_— = . n
Assim obtemos, finalmente,
_odv - v
a=—-1t+—-n
tp (12)

O primeiro termo é a aceleracgdo tangencial com a; := dv/dt = d®s/dt* , o segundo termo
é a aceleragao normal com a, := V?/p = (ds/dt)?/p.

a; e a, sdo sempre perpendiculares entre si.

No caso de um movimento circular uniforme, temos s = r-¢ e do/dt | a velocidade
angular w da partvcula.
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Para a aceleracdo temos:  a(t) = w-v-n(t) = v¥/r - n = w?- rn = - w?* r(t).

Vé-se que a aceleragao a(t) aponta para o centro do circulo, fala-se, por isso, de
aceleracao centripeta ("que busca o centro"). Se a trajetoria fosse uma curva arbitraria,
o vetor n apontaria para o centro do circulo osculador, confira com a figura (3.4.-3).

Curvatura de uma trajetoéria
Voltemos, mais uma vez, a equacgao (5): dt/ds =r" =k'ncomt =dr/ds :=r'
Derivando a relativo ao tempo, obteremos

dt/dt = dr'/dt = dr'/ds - ds/dt = r" - v, ou seja

dt  _.
_=|' \J‘
dt (13)

Desta equacao obtemos para o vetor-curvatura

o1 dt
v dt (14)

No primeiro e segundo dos programas determinamos por meio desta férmula o vetor
curvatura.

Para calcular r", precisamos de determinar v = (v, + vy2 + v,?)"? e a derivada do vetor t
= v(t)/v(t) com respeito do tempo. As instrugdes nestes programas sao :

12

absolv:=sqrt(v[1l,1]*2+v[1,2]*2+v[1,3]*2)://mbédulo de v
derv:=diff (absolv,t)://d|v|/dt
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario t

ve:=diff (vt,t) /absolv://vetor-curvatura (3.4.1-6)

O mddulo |v| podemos, em principio, também calcular por meio do produto escalar v -
v, mas, parece, que MuPAD nao gosta, neste caso, desse método.

O vetor r" pode-se calcular também em forma direta, obtendo o resultado

VoV —V-V
—_—

1L v
T2 T T3
vV v (15)

<
<|=
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Vocé encontra esta expressédo no primeiro programa.
Para mostrar a equacéo (15), s6 tem de fazer o seguinte calculo:

r" = dr'/ds = d(t(s))/ds = d(v(t)/v(t))/ds = d(v(t)/v(t))/dt - 1/(ds/dt)

A expressao (14), r" = 1/v - dt/dt, ndo é sempre a mais conveniente para o calculo do
valor da curvatura. Na pratica é mais facil usar a seguinte férmula

ity B0 V)

vi(b) (16)

Também esta expressao foi aplicada no primeiro programa. A sua demonstragao nao €
muito dificil: temos de multiplicar a eq. (12) com t = v(t)/v(t)

axv = (V'(t) 1)+ th) VA(t)'n(t)) x v(t)t(t)
=vvtxt+kvi-nxt
= kvinxt
la x v| = k'v¥|n|-|t|'sen (T1/2) = kv®
Finalmente determinamos o centro do circulo osculador m para o ponto A na trajetoria.

Da seguinte figura vemos que m =r + p n.

Fig. 3.4-4



Problema:

Fazer um grafico com trés vetores de curvatura, semelhante ao da Fig. 3.4-1

Proposta de uma solugao (veja também a proxima segao):

reset () ://grafico com trés vetores
t1:=PI/5:t2:=PI/3:t3:=PI/2:

a:=9: b:=5:

x:=t->a*cos (t) :

y:=t->b*sin(t) :

scale:=20://elipse

curve:=plot: :Curve2d([x(t) ,y(t)],t=0..PI):
pos:=matrix ([[x(t) ,y(t)]])://vetor-posicgédo
v:=matrix ([[x'(t),y'(t)]])://vetor-velocidade
absolv:=sqrt(v[1l,1]*2+v[1,2]*2):
vt:=v/absolv://vetor-tangente-unitario
k:=diff (vt,t) /absolv://vetor de curvatura, eq. (14)
t:=tl:

x1ll:=pos[1l,1]:yll:=pos[1,2]:

x21:=x11+ scale*k[1l,1]:y21l:=yll+ scale*k[1,2]:
t:=t2:

x12:=pos[1l,1]:y1l2:=pos[1l,2]:

x22:=x12+ scale*k[1l,1]:y22:=y12+ scale*k[1,2]:
t:=t3:

x13:=pos[1l,1]:y13:=pos[1l,2]:

x23:=x13+ scale*k[1l,1]:y23:=y13+ scale*k[1,2]:

3.4-15
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pl:=plot::Point2d(x11l,yl1l,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit
::mm) :

p2:=plot::Point2d (x12,y12,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit
::mm) :

p3:=plot::Point2d (x13,y13,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit
::mm) :

kcl:=plot: :Arrow2d([x11l,y1l1l], [k¥21,y21] ,Color=RGB: :Red) :
kc2:=plot::Arrow2d([x12,y12], [x22,y22] ,Color=RGB: :Red) :
kc3:=plot: :Arrow2d([x13,y13], [%23,y23] ,Color=RGB: :Red) :

plot (curve,pl,p2,p3,kecl, kec2,kec3,Scaling=Constrained)

Fig. 3.4-5

Esta se¢cédo é muito grande. Vou dividi-la em duas partes. Na proxima parte vamos
retomar os programas anteriores e introduzir algumas técnicas e matérias novas.



