4.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

4.4.1 Die Eulersche Gleichung

Der Drehimpulsvektor kann folgendermalf3en geschrieben werden
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worin die e;° Einheitsvektoren in Richtung der Hauptachsen sind, die wir mit 1, 2

und 3 kennzeichnen. Denn wir kbnnen w in - zu den Hauptachsen parallele-

Komponenten w;, w, und w3 zerlegen. Fir jede Komponente koénnen wir

schreiben L; = I; w;. Die Momente I; sind Haupttragheitsmomente. Der Drehim-
puls des starren Korpers in Bezug auf eine beliebige Achse ist

L=Li+Lo+Ls=lwi+lwr+Ilz3w3 . (2)
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Fig.: 4.4-1
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In Fig. 4.4-1 sehen wir die Projektionen von w und L auf die Hauptachsen.

Mit den Einheitsvektoren e;° kdnnen wir (2) wie folgt schreiben
L=hwiel+hwel+lzwzes’ , (3)

was aber genau Gl. (1) ist.

L und w haben verschiedene Richtungen, wie es auch Fig. 4.4-1 zeigt.
Die Summe (3) kann auch als Matrizenprodukt geschrieben werden:

l, 0 0
L=|0 I, 0|&
0 0 K

(4)
Wir sahen das schon in 4.3.1, Gl. (6).

Die l; sind unabhangig von der Zeit, wenn wir sie auf ein Koordinatensystem
beziehen, das sich im Korper befindet, z.B. im Schwerpunkt. Allerdings drehen
sich die Einheitsvektoren zusammen mit dem Korper und sind damit zeitab-
hangig. Das Drehmoment der aul3eren Kréfte betragt
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Vgl. mit Gl. (8) in 4.3.1.

Wir kdnnen diesen Ausdruck vereinfachen, wenn wir die Tatsache berlicksich-
tigen, dass man die Ableitung eines Vektors von konstantem Betrag als Vektor-
produkt mit dem Vektor w schreiben kann (vgl. Gl. (1) in 3.5.1 oder Shames,
I.H., Dynamics, Vol. Il, p. 488, oder einen ahnlichen Text)
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Wir erhalten so die wichtige Gleichung von Euler :

ia=’l . (7
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Wenn sich der Korper mit konstanter Winkelgeschwindigkeit bewegt, verein-
facht sich die vorige Beziehung:

v ol

dt . (8)

Die Arbeit, die wir uns machten, um zu Gl. (8) zu gelangen, hatten wir uns auch
sparen konnen, denn (8) ist nur eine Folge von Gl. (1) des Paragraphen 3.5.1.
Aber ich hatte die Absicht, zu zeigen, dass (8) ein Spezialfall von (5) ist.

Um endlich zum Thema dieses Abschnitts zu kommen, substituieren wir in (8)
den Drehimpuls L durch den Ausdruck L =1 - w (vgl. Eq.(6) in Paragraph 4.3.1):

Charakteristisch fur die Hauptachsen ist, dass sich der Kdper um sie drehen
kann, ohne dass ein Drehmoment wirken muss. Wir kénnten diese Eigenschaft
auch als Definition der Hauptachsen verwenden und diese wiederum dazu
benutzen, eine Hauptachse experimentell zu finden. Die Bedingung M = 0 ist
erflllt, wenn | - w parallel zum Vektor w ist, d.h. wenn gilt

I' a‘r= ;‘-.-a"ll ' (10)

Gleichung (10) wird Eigenwertgleichung (eigenvalue equation) genannt.

GL.(10) hat nur fir gewisse Werte von A Lésungen. Diese A-Werte werden
Eigenwerte genannt. Die dazugehdorigen Vektoren w sind die Eigenvektoren.

Im Falle des Tragheitstensors | sind die Eigenwerte von | die Haupttragheits-
momente und die Eigenvektoren sind die Richtungsvektoren der Hauptachsen.

Fur jeden starren Korper gibt es wenigstens drei orthogonale Hauptachsen
(oder solche, die orthogonalisiert werden kénnen).
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Beispiel:

Ein Tragheitstensor habe die Darstellung

7 -2 0
I=1-2 6 -2
0 -2 5

Berechne die Eigenwerte und die Eigenvektoren.
Losung:

Wenn wir uns auf die Definitionen von Eigenwert und Eigenvektor stitzen
wollen, um ihre Werte zu bestimmen, werden wir einen komplizierten Weg
einschlagen. Wir werden daher eine praktischere Methode suchen, mit der wir
Eigenwerte und Eigenvektoren einer rellen Matrix n-ter Ordnung bestimmen
konnen.

Zuerst aber werden wir das Problem mithilfe der Funktionen l6sen, die MUPAD
in seiner Sammlung linalg anbietet.

Die Funktion 1inalg: :eigenvectors ermittelt Eigenwerte und Eigenvek-
toren. Zusammen mit den Eigenwerten wird uns auch angezeigt, ob sie
eindeutig oder mehrdeutig sind. Unsere Matrix hat drei einfache Eigenwerte,
aber die Matrix

4 2 0
A=-1 1 0
0o 1 2

hat nur zwei Eigenwerte, von denen A=2 doppelt zahlt.

Die Vielfachheit (Multiplizitat) eines Eigenwertes entspricht der Anzahl der Male,
die er als Lésung des charakteristischen Polynoms auftritt, vgl. weiter unten in
4.4.3 . Im vorigen Beispiel hat A = 2 die (algebraische) Vielfachheit 2, weil 2
eine doppelte Wurzel des charakteristischen Polynoms ist.

(Die geometrische Vielfachgeit eines Eigenwerts A ist die Dimension des Unter-
raums, der zu A gehérenden Eigenvektoren.)

Das folgende Programm erklart ausfuhrlich, wie man die Output-Liste zu lesen
hat. Weitere Information gibt MUPAD mit ?eigenvalue.
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Die MUPAD-Ergebnisse sehen folgendermalf3en aus:

[ reset () ://autovalores e autovetores
DIGITS:=6:

B:=matrix([[7,-2,0],.[-2,6,-2],[0,-2,5]]):
a:=linalg::eigenvectors (&) ;

[ - - —_— - —+ = —= - —_— - -+ - -
[ [ -1 | I B I I - S R
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Erklarungen:

4.4- 6

a[1] = erster Teil der Losung mit Eigenwert, Vielfachkeit und Eigenvektor
a[2] = zweiter Teill ...
a[3] = dritter Teil ...

a[1][1]
a[2][1]

a[3][1]

= 1. Eigenwert
a[1][3][1] =
= 2. Eigenwert
a[2][3][1] =
= 3. Eigenwert
a[3][3][1] =

1. Eigenvektor
2. Eigenvektor

3. Eigenvektor

Zusammenfassung der Ergebnisse:

Eigenwerte: 3,6, 9

Eigenvektoren:

(12,1, 1), (-1, -1/2,1), (2, -2, 1)

(Eigenvektoren sind auch: (1, 2, 2), (-2, -1, 2), (2, -2, 1))

Mit den folgenden Zeilen kénnen wir die Ergebnisse kontrollieren, indem wir fir
jedes Paar (Eigenwert/Eigenvektor) die Eigenwertgleichung (10) ausrechnen:

11
vl
12
v2
13
v3

:=a[l][1]: //1.
:=a[1]1[3]1[1]://1.
:=al[2]1[1]1: // 2.
:=a[2][3][1]://2.
:=a[3]1[1]1: // 3.
:=a[3]1[3]1[1]://3.

Eigenwert
Eigenvektor
Eigenwert
Eigenvektor
Eigenwert
Eigenvektor

bool (A*v1l=11*vl); // ist(10) wahr?
bool (A*v2=12*v2) ;
bool (A*v3=13*v3) ;

Ergebnisse:

TRUE, TRUE, TRUE

Die Eigenwertgleichung wird also in jedem Fall erfullt.



Die zweite Matrix hat die Eigenwerte 2, 3 (der Wert 2 z&hlt doppelt) und die
Eigenvektoren sind (0, O, 1) und (-2, 1, 1).

Da jedes Vielfache eines Eigenvektors auch ein Eigenvektor ist, vgl. 4.4.3, ist
es Ublich, die Eigenvektoren auf die Lange 1 zu normalisieren. Es handelt sich
demnach dann um Einheitsvektoren.

Der Eigenvektor (2, -2, 1) hat die Lange [2% + (-2)* + 1212 = 3. Wenn wir jede
Vektorkoordinate durch 3 teilen, erhalten wir den normalisierten Vektor
(0.666667, -0,666667, 0,333333).

Fur (-2, 1, 1) ergibt sich der Einheitsvektor (-2,1,1)/[(-2)*+12+1%¥?= ( -0.8165,
0.4082, 0.4082).

MuPAD normalisiert die Eigenvektoren mit 1inalg: :normalize (v)

So erhalt man mit 1inalg: :normalize (v3) fir den 3. Eigenvektor der
Matrix A den normalisierten Vektor: (2/3, -2/3, 1/3).

Mit float (1linalg: :normalize (v)) ergeben sich die Koordinaten als Dezi-
malzahlen: 0.666667,-0.666667, 0.333333.

Das folgende Beispiel zeigt eine Matrix mit 2 Eigenvektoren fir einen Eigen-
wert:

e reset()://Eigenwerte und Eigenvektoren
DIGITS:=6:
A:=matrix([[3,0,-4],[0,3,5],[0,0,-111):
a:=linalg: :eigenvectors (A) ;

Ergebnisse:

Eigenwerte: -1, einfach; 3, doppelt

Zum Eigenwert A; = -1 gehort der Eigenvektor (1/-5/4,1)

Zum Eigenwert A, = 3 gehdren die Eigenvektoren (1,0,0) und (0,1,0)

A2 hat die algebraische Vielfachheit 2 und die geom. Vielfachheit 2; also hat der
zu A, gehoérende Unterraum die Dimension 2.

Die Matrix A:=([[3,-3,-4],[0,3,5],[0,0,-1]]) hat die Eigenwerte 3 und -1.
Der Eigenwert 3 hat die algebr. Vielfachheit 2, aber die geom. Vielfachheit ist 1,
denn es gibt nur den Eigenvektor (1, 0, 0) fur diesen Eigenwert.
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4.4.3 Das charakteristische Polynom

Gleichungen der Form |I-w = A w erscheinen in verschiedenen Zweigen der
Physik, z.B. beim Studium gekoppelter Oszillatoren oder in der Quanten-
mechanik. Einen Spaltenvektor werden wir jetzt mit dem Symbol [u> (ket)
bezeichnen, einen Zeilenvektor bezeichnen wir mit <u| (bra). (bra — ket kommt
von bracket = Klammer)

Unsere Aufgabe besteht darin, Zahlen (Eigenwerte) A und Vektoren (Eigenvek-
toren) |u> zu suchen, die der Gleichung T-u = A u genugen. Mit der Bra-Ket-
Schreibweise lautet diese Eigenwertgleichung

T-u>=Au> (11)

T ist ein Tensor (linearer Operator) zweiter Ordnung, z.B. der Tragheitstensor.
Die mit dem Tensor verknlipfte Matrix hat die Form

T T2 Tig
T=|Ty T T
Ty Ty Tag

(12)

Um die Gleichung (11) zu l6sen, stellen wir zunachst fest, dass man sie mithilfe
des Einheitstensores E auch wie folgt schreiben kann: T|u> = (AE)|u> oder auch

(T - AE)|u> =0, (13)

1 0 0
E=/0 1 0
worin 0 01 der Einheitstensor ist.

Ausgeschrieben sieht (13) folgendermal3en aus:

T21U1 + {T22 - ;"-.-}UE + T23u3 = D

(14)
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Die Gleichungen (14) sind drei Gleichungen fir die drei Koordinaten uj, Uz, us
des Vektors |u>. Unsere Frage lautet nun: Wie mussen wir die Zahl A wahlen,
damit das System (14) non Null verschiedene Losungen hat? Die Mathematiker
sagen uns, dass die Determinante von (T- AE) Null sein muss, das heif3t:

det(T-AE) =0 (15)

Gl. (15) ist eine kubische Gleichung und heif3t charakteristische Gleichung. Die
linke Seite von (15) ist ein Polynom in A vom Grade 3 (allgemein vom Grad n).

Die charakteristische Gleichung des ersten Beispiels mit der Matrix ([[7, -
2,01,[-2,6,-2]1,[0,-2,5]11) hat die Form

A% - 18A\%2 + 99\ -162 =0

MUPAD bestimmt fur die Matrix A das charakteristische Polynom und auch die
Losungen der charakteristischen Gleichung.

e reset()://Eigenwerte und Eigenvektoren
DIGITS:=6:
A:=matrix([[7,-2,0],[-2,6,-2],[0,-2,5]11):
p:=linalg: :charpoly(A,l);// 1 ist Lambda
solve (p)

Ergebnisse:

°-1817+991-162

{I=3L.0=6L01=9]}

Die drei Losungen sind also: A; =3, A2 =6,A3=9
Nun berechnen wir den Eigenvektor |u;>, indem wir A; in das System (14)
einsetzen. Wir erhalten zwei Gleichungen mit drei Unbekannten. Wir setzen
willkdrlich uz = 1, was nur Einfluss auf die Lange des Vektors haben wird. Da

wir am Ende den Vektor normalisieren werden, wird das Ergebnis nicht
verandert. Wir erhalten

—

2



4.4- 10

Der entsprechende Einheitsvektor lautet

L [ 1 1
i_ 1
&)= 5 -3 2
2 2
._\3;. ", A

(16)

Die Eigenwerte A, und A3 flihren zu den Eigenvektoren

_2 2
Upy=| =1 |us)=| -2
2 1

(17)

Das sind die Vektoren, die wir oben auf S. 4.4-6 bereits von MUPAD erhielten.
Auch hier haben wir den Normalisierungsfaktor 1/3.

Wir kdnnen leicht zeigen, dass die Eigenvektoren paarweise orthogonal sind.
(Man sagt, dass zwei Vektoren a und b orthogonal sind, wenn ihr Skalarprodukt
a-b Null ist.) Z.B. gilt: e;-e, = (-2 -2 +4)/9 =0.

Mit der Bra-Ket-Notation schreiben wir

-2

{e1|ez}=%{1 2 2)|-1|=0
? ()

Diese Eigenschaft der Orthonormalitét, d.h.
{&i]ey )= & (19)

besitzen alle symmetrischen Tensoren. Das Symbol &y ist das Kronecker -
Delta. Sein Wert ist 1, wenn i = k. Wenn i von Kk verschieden ist, hat das
Kronecker-Delta den Wert Null.

Wenn wir die Eigenvektoren eines symmetrischen Operators fir seine Matrix-

darstellung benutzen, erhalten wir eine Diagonalmatrix. Man spricht auch von
einer Hauptachsendarstellung.

10
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Die Elemente eines symmetrischen Tensors S erhalt man im System der
Eigenvektoren mithilfe von

<ei|S|ek> = Ay Oix (20)

Denn mit S|ex> = A« |ex> ergibt sich <ej| Slex> = A« <eilex> = A dik wegen Gl.
(19)

Gl. (20) enthalt die Elemente einer Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als Dia-
gonalelementen. Die Summe der Diagonalelemente nennt man Spur (trace) der
Matrix:
TrS =3 A (21)
(MUPAD enthalt die Funktion linalg::tr (A).)
Man benutzt oft die Darstellung des symmetrischen Tensors mithilfe einer
Summe, die man erhalt, wenn man S beidseitig mit der Einheitsmatrix E multi-
pliziert:
S =E S E =i |ei><ej|S|ex><ex| = Yik Ak Dilei><ey|
= Yk A2 Diklei><ex|] = 2k Ak |ex><ex].

Unter Hauptachsendarstellung versteht man oft diese ,Summe*:

S =Y« A |ex><ey]. (22)

4.4.4 Das Tragheitsellipsoid

Jeder symmetrische Tensor kann geometrisch durch ein Ellipsoid dargestellt
werden. Um das zu verstehen, missen wir einige zusatzliche Begriffe erlautern,
z.B. den einer quadratischen Form.

Betrachten wir einen Vektor |r>. In einer beliebigen orthonormalen Basis {|ai>}
kénnen wir den Vektor [r> folgendermal3en darstellen:

Ir>=%ixla>  (23)

Wenn wir als Basis das System der Eigenvektoren des Operators S benutzen,
werden wir folgende Darstellung desselben Vektors |r> erhalten:

11
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[r> =5 Xi|le> (24)
Der Ausdruck F(r): = <r|S|r> wird quadratische Form genannt. Den Grund fur
diese Bezeichnung verstehen wir, wenn wir die rechte Seite entwickeln:
<r|S|r> = <r|(>.kS|lax>xk) = i Xi <ai|(> k XkS|ak>) = Y ik XiXk<ai|S|ax>
Wir erhalten also
F(r) ;= <r|S|r> = Y ik xXSik  (25)

(Eine quadratische Form im R®der drei Variablen xi, x», xs wird oft folgender-
malen geschrieben

F(r) = S11X” + S22%Xp” + SaaXs” + 2S12X1Xz + 2S13X1Xs + 2 S2sXoX3
was aber gleich ist Y ik XiXkSik mit Six = Ski )
Wenn wir jetzt die Basis {|e>} der Eigenvektoren von S benutzen, kdnnen wir
<ei|Slex> = A Ok verwenden, um so die sogenannte kanonische Form der
guadratischen Form zu erhalten:

F(r) = <r|S|r> = Zik XiXkSik = Zk X'k2 Ak (26)

Fur unser obiges Beispiel mit den Eigenwerten A; = 3, A, = 6, Az = 9 erhalten wir
die folgende kanonische Form:

F(r) = 3x'1% + 6X'2% + 9x'5° (27)
Die Gleichung F(r) = c ist die Gleichung einer Oberflache zweiter Ordnung. Die
Konstante ¢ beeinflusst nur die Grol3e der Figur. Wir wahlen ¢ = 18 und erhal-
ten die folgende Ellipsoiden-Gleichung
X126 +X'23 + X'42=1  (28)
mit den Halbachsen V6, V3 und V2.

Die folgende Abbildung wurde mit der Funktion plot: : Implicit3d erzeugt,
die wir schon im Paragraphen 3.4.7 benutzten.
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pl:=plot::Implicit3d(3*x*2+6*y~2+9*z~2-18,
x=-2.5..2.5,
y=-2..2,

z=-1.5..1.5):

plot(pl)

Fig.: 4.4-2
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