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3.5 Nichtinertiale Koordinatensysteme

Das erste Newtonsche Gesetz gilt nicht flir alle Koordinatensysteme, vgl. 2.1.2,
aber man kann immer Bezugssysteme finden, in denen es gilt.

Derartige Systeme werden Inertialsysteme genannt. Diese sind in Ruhe oder sie
befinden sich in geradlinig gleichférmiger Bewegung in Bezug auf den "absolu-
ten Raum".

Heute weif man, dass es keinen absoluten Raum gibt -und daher auch keine
absolute Bewegung. Es gibt nur eine relative Bewegung eines Kdrpers in Bezug
auf einen anderen. Dennoch ist es nicht vdllig falsch, z.B. die Fixsterne als ein
Inertialsystem anzusehen, denn diese zeigen keine einfach erkennbare Bewe-

gung.

Die tdgliche Erfahrung sagt uns jedoch, dass auch der Erdboden in erster
Naherung als ein inertiales Bezugssystem angesehen werden kann. Bei
genauerem Hinschauen und in Sonderféllen werden wir allerdings feststellen,
dass unsere Erde ein nichtinertiales System ist, in dem die Newtonschen
Gesetze nicht streng gelten.

Dennoch werden wir im Alltag immer annehmen, dass die astronomischen
Bewegungen der Erde vernachladssigbar sind. Dagegen ist ein sich drehendes
Karussell mit Sicherheit ein nichtinertiales Bezugssystem (x,y,z). Wollen wir auf
einer derartigen, sich drehenden, Plattform Experimente ausfiihren, so kénnen
wir sie auf ein quasi inertiales (X,Y,Z2)-System beziehen, das wir auf dem
Erdboden aufbauen. Wir werden weiter unten derartige Experimente
betrachten.

3.5.1 Grundlagen fur das Studium nichtinertialer Systeme

Wir wollen uns nun die Regeln entwickeln, die wir beim Arbeiten mit
nichtinertialen Bezugssystemen zur Hand haben mussn.

Wenn in dem System (X,Y,Z) ein anderes System (x,y,z) mit der
Winkelgeschwindigkeit w rotiert, bendtigen wir, um die Bewegung eines
Objektes zu beschreiben, die Ableitungen der Einheitsvektoren i, j, k des
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(x,y,2)-Systems in Bezug auf das System (X,Y,Z), das wir uns ruhend
vorstellen. (Wir kimmern uns zunéchst nur um die Rotation. Im allgemeinen
Fall, den wir spater betrachten, ist auch die Translation des Systems (X,y,z) in
Bezug auf (X,Y,Z) zu bertcksichtigen.)

Die zeitliche Ableitung bezeichnen wir mit d/dt, wenn sie im (X,y,z)-System
gemessen wird. Die zeitliche Ableitung im (X,Y,Z)-System wird mit D/Dt
gekennzeichnet.

Wir missen uns an Gleichung (2), v = w x r, des Abschnitts 3.4.9 erinnern,
denn sie wird in den folgenden Betrachtungen eine wichtige Rolle spielen. Es
existiert ndmlich eine wichtige Beziehung zwischen den beiden Ableitungen,
und Gl. (2) wird die Rolle eines Bindeglieds spielen. Sei u eine beliebige
vektorielle Grope, z. Beispiel u =r.

Ihre Zeitableitung im System (X,Y,Z) ist

Du du _ -
= —4+ mx U

Dt dt 1)

Hier bedeutet w x u den Unterschied zwischen der Zeitableitung im festen
System (X,Y,Z) und seiner zeitlichen Ableitung im rotierenden System (X,y,z).
Wir kénnen diese Transformation folgendermaBen schreiben

D d .
—— = — + >

Dt dt )

d.h. als Operator, den man auf jedweden Vektor u anwendet. Wenn wir ihn auf
den Orsvektor r anwenden, erhalten wir Dr/Dt = dr/dt + w x r, und angewandt
auf den Vektor w, ergibt sich Dw/Dt = dw/dt + w x w = dw/dt, denn w x w = 0.
Also misst man in beiden Systemen dieselbe Winkelbeschleunigung: Dw/Dt =
dw/dt.

Wenn wir den Operator (2) auf sich selbst anwenden, erhalten wir die zweite
Ableitung beztiglich der Zeit:

D° d° D& - - .-
= + x+mx(wx |+ 2mx —

2 2
Dt dt? Dt dt (3

Spéater werden wir diesen Operator benutzen (3). Im Allgemeinen wird (x,y,z)
nicht nur rotieren, sondern sich auch mit der Geschwindigkeit DR,/Dt in Bezug
auf (X,Y,Z) verschieben. Vgl. die folgende Abbildung.
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Fig. 3.5-1

R, ist der Ortsvektor des Ursprungs des beweglichen Systems in Bezug auf
(X,Y,2).
R ist der Ortsvektor des Objektes P im System (X,Y,Z), r ist der Ortsvektor
desselben Objektes in Bezug auf das bewegliche System (x,y,z).
Wir wollen R den absoluten Ortsvektor des Objektes nennen.
Esgilt R=R,+r =R, +xi +yj+ zk ; die Geschwindigkeit in (x,y,z) nennen wir
relative Geschwindigkeit. Es ist die Geschwindigkeit, die ein Beobachter misst,
der im System (X,y,z) ruht: v, := dr/dt.
Die im ruhenden System bestimmten Ableitungen sind nach Gleichung (1)
DR/Dt = DR,/Dt + dr/dt + w x r. Mit vaps = DR/Dt und v, = DR,/Dt ergibt sich

Vaps = Vo + Vit T W XTI (4)
Vaps ISt die Geschwindigkeit des Objekts, die ein Beobachter in (X,Y,2)
bestimmt. Um die absolute Beschleunigung zu erhalten, haben wir die Ableitung
D/Dt von GlI. (4) zu berechnen:
Wir benutzen nochmals Gl. (1):
DVre|/Dt = dVre|/dt + WX Vre| = are| + WX Vre| Und

D(w xr)/Dt =w x Dr/Dt + Dw/Dt X r = w x (dr/dt + w xr) + Dw/Dt x r

Z WXV TWX(WXr)+Dw/Dtxr
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Wir addieren und erhalten:
Aabs = 8o * Arel + 20W X Vgl + W X (W XT) + DwW/Dtxr (5)

Wir waren zum selben Resultat gekommen, wenn wir den Beschleunigungs-
operator (3) benutzt héatten. Man brauchte ihn nur auf den Ortsvektor r
anzuwenden:

D?r/Dt* = d’r/dt? + Dw/Dt X r + w X (W X r) + 2 w x dr/dt

Der Term - 2w X Ve ist als Coriolis-Beschleunigung bekannt (nach dem
franzosischen Ingenieur Gustav Gaspard Coriolis, 1792 - 1843, der der erste
war, die Bedeutung dieses Terms zu erkennen. Er stellt den Unterschied der
Beschleuning in beiden Systemen dar (nur im Falle der Rotation).

Wenn das Objekt ruht, ist der Coriolis-Termt 2w X Vi Null -oder doch
vernachlassigbar, falls v sehr klein sein sollte. (Unter Coriolis-Term versteht
man i. Allg. den Ausdruck 2w X v¢ , also ohne das negative Vorzeichen.)

Der Term w x (w X r) ist die Zentripetalbeschleunigung, vgl. Fig. 3.4-25 in
Abschnitt 3.4.9. Im Falle einer Kreisbewegung ist w x (w x r) = -Rw?e;, wo R
der Kreisradius ist.

(Vergl. Abschnitt 3.4.9 und die folgende Rechnung:
Wir kbnnen setzen w= w-k und r = r-cos(90-B)-e, + r-sin(90-B)-k =r-sinf-e, +
r-cosf-k,
W X1 =w-kK X (rsinB-e, + r-cosf-k) = w-r-sinB-k x e, = w-R-ey, da k x e = €.
w X (W xr)=w?Rk x ep = w*R-(<), dennk x e = -€ .)
Die Coriolis- und die Zentripetalbeschleunigung treten bei einer Rotationsbe-
wegung auf. In vielen Fallen kénnen wir eine Translationsbewegung aufer
Acht lassen, und w kann als konstant angesehen werden
In einer derartigen Situation reduziert sich Gl. (5) auf

aabs = are| + 2(.0 X Vre| + WX (w X I’) (6)
Wenn wir Gl. (5) mit der Masse des sich bewegenden Kdrpers multiplizieren,
erhalten wir die Bewegungsgleichung des Korpers im nichtinertialen Bezugs-

system:

M Arel =M @aps - M 8o - M 2W X Vig -M W X (W XT)-mDw/Dtxr (7)
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Der erste Term dieser Gleichung ist die Summe aller Wechselwirkungskrafte,
die, vom Standpunkt eines inertialen Beobachters in (X,Y,Z) auf den Korper
einwirken.
Die anderen Terme stellen sogenannte Scheinkrafte dar, die man ins zweite
newtonsche Gesetz einfigen muss, um die Fehler zu kompensieren, die
auftreten, wenn man sich nicht in einem Inertialsystem befindet, vgl. 2.1.3.
Der zweite Term tritt dann auf, wenn der Ursprung des bewegten Koordinaten-
systems beschleunigt ist. Manchmal nennt man diesen Term "Einstein-Kraft".
Der letzte Term ergibt sich, wenn die Winkelgeschwindigkeit des bewegten
Systems sich &ndert. Man spricht hier manchmal von "Euler-Kraft".
Die Terme der Mitte sind

Fet = - m w X (w x r) Zentrifugalkraft

Fc =-m 2w X Vi Coriolis-Kraft (8)

Beispiel:

Die Systeme (X,Y,Z) und (x,y,z) haben denselben Ursprung. Die Winkel-
geschwindigkeit des bewegten Systems (X,y,z) in Bezug auf (X,Y,Z), das fest
ist, betragt w = 2t i - t?j +(2t + 4) k, worin t die Zeit ist. Der Ortsvektor eines
Teilchens im Augenblick t, beobachtet im bewegten System (x,y,z), lautet
r=(*+1)i-6tj+4tk.

Berechne die Vektoren VvV (e, Vaps, arel € @aps fUr den Augenblick t=1s.

LOosung:
reset():
mat: = Dom : Matrix(): export(linalg):
r:=mat ([[t"2+1, 6*t"2,4*t]]):
w =mat ([[2*t 72,113, 2*t-4]]):

vrel :=diff(r,t)://Relativgeschw.
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subs(%t=1);
| 2, 12, 4 |
vabs: = vrel +crossProduct (w, r):// Absol ut geschw.

subs(%t =1)
(18 0 14)
simplify(vabs)

(ot (12 6—6. 2422 41) 14 :1-4.2—6.2-4 —£+12. /-7 +4)
was bedeutet:

dr/dt + wxr = (2t(12t-6t%+2t°+1), 14t-4t°-6t3-4, -t2 + 12t*-t°+4))

arel :=diff(vrel,t);

(212 0)

aabs: =
arel +2*crossProduct (w, vrel ) +crossProduct (di ff(w,t),r)

+crossProduct (w, crossProduct (w, r)):

subs(%t =1)
(44 —76 22

Also :

Vel (18) =2i + 12] + 4K; Vaps (1S) = 18i + 14k
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3.5.2 Die Erde als ein nichtinertiales System

Eine besonders interessante Anwendung fur die Formeln (6) und (7) ist das
Studium der Bewegung eines Kdorpers (Teilchens) in Bezug auf die Erde. So
sind die Drehbewegungungen der Orkane eine Folge der Corioliskraft.

Die groBen Luftmassen, die sich in diesen Orkanen mit meist grofer
Geschwindigkeit bewegen, beschreiben riesige Kreise um das "Auge" des
Orkans, welches ein Gebiet niederen Druckes darstellt. Auf der nérdlichen
Halbkugel drehen sich die Luftmassen entgegen dem Uhrzeiger. Auf der
Sudhalbkugel sollte ein Orkan sich im Uhrzeigersinn drehen. Aber infolge
anderer meteorologischer Einfliisse treten Orkane im Suden sehr selten auf.

Wenn die Erde sich nicht drehte, waren die atmospharischen Bewegungungen
sehr einfach. Die thermische Konvektion wiirde die heife Luft am Aquator
aufsteigen und zu den Polen treiben lassen. Von dort aus wirden die
Luftmassen wieder zum Aquator stromen. Aber die Erde dreht sich! —und diese
Drehung ist Ursache der Corioliskraft, die danach strebt, die Bahnen der
Luftteilchen zu krimmen, die mit v, Uber die Erdoberflache fliegen.

Aber nicht nur Luftmolekile "spliren" die Corioliskraft, alle Langstreckenge-
schosse haben gekrimmte Trajektorien —wéahrend sie fliegen, dreht die Erde
sich unter ihnen weg.

In der Abb. 3.5-4 sehen wir einen Punkt P auf der Erdoberflache. Der Winkel A,
den R, mit dem Aquator einschliept, ist die geografische Breite des Ortes. Die
z-Achse des sich drehenden Systems (x,y,z) steht senkrecht auf der Tangen-
tialebene an die Erde in P. Die y-Achse féllt mit der Sid-Nord-Richtung
zusammen. Vgl. auch die sich anschlieBende Figur 3.5-3.
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Fig. 3.5-2

In der Figur 3.5-3 sehen wir erneut das im Punkt P an die Erdoberflache
gebundene System (x,y,z). Dieses Koordinatensystem dreht sich mit der
Winkelgeschwindigkeit w, um die lokale z-Achse. w; ist die Radialkomponente
von w, und wy ist die Komponente in Richtung y-Achse (die Std-Nord-Linie).
Die x-Achse zeigt in die Papierebene.

w;, ist die Projektion der Winkelgewindigkeit der Erde auf die Senkrechte am Ort
P. w; ist daher an den Polen maximal, denn dort fallen Vertikale und Rotations-
achse zusammen. Am Aquator steht die z-Achse senkrecht auf der
Rotationsachse, folglich ist w, dort Null.

Fig. 3.5-3
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Das System (x,y,z) macht in T = 2m/w, Sekunden eine volle Drehung in Bezug
auf die Fixsterne.

Da die Erde eine Drehung (= 2m Radiant) um ihre Achse in ungefahr 24
Stunden = 86 400 Sekunden macht, betragt die Winkelgeschwindigkeit w =
211/86 400s = 7,27 -10° rad/s.

Der genaue Wert liegt mehr bei w = 7,29 -10° rad/s, denn T betragt in Wirklich-
keit 86 164 s.

Die Komponente von w infolge der Bewegung der Erde um die Sonne ist
vernachlassigbar, denn ihr Beitrag ist nur 1/365 des vorigen Wertes.

Nach Fig. 3.5-3 haben wir fur die lokale Winkelgeschwindigkeit
W =Wy +WwW =wCcosAj+wsinAk (9)

Somit ergibt sich fur die Radialkomponente an einem Ort mit A = 40° der
nordlichen Halbkugel der Wert w, = 7,29-10° rad/s - sin 40° = 4.69° rad/s.

Fig. 3.5-4

Die Abbildung zeigt ein (X,y,z)-System, das im Punkt P der Erdoberflache
befestigt ist. In seinem Ursprung befindet sich ein Teilchen in Ruhe.

Es besitzt die Masse m und hangt an einem Faden, dessen anderes Ende an
einer Aufhangung (Galgen) befestigt ist.
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Die Krafte, die auf das Teilchen einwirken, sind die radiale Schwerkraft F; und
die Fadenspannung T. Wir nehmen an, dass w = konst., was bedeutet, dass
Dw/Dt = 0. Da auferdem r = 0 und v = 0, reduziert sich Gl. (7) auf

Mags -Ma,=F+T-ma, =0 (10)
a, ist die Zentripetalbeschleunigung des Ursprungs von (x,y,z) in Bezug auf das
System (X,Y,Z), die wir bereits in Kapitel 3.4 bestimmten: a, = w X (W X Ry).
Der Betrag dieses Vektors ist am Aquator (Erdradius = 6,37-10° m)
Ro w?=6,37-10° m - (7,29-10°)? s = 0.0338 m-s™

Dieser Wert ist nur (0.0338/9.81)-100% = 0.345% von g = 9.81 m/s?.
An einem Ort der Breite A haben wir |as| = Ro w?-cos A.

Kommen wir wieder auf GI.(10) zurlck: F, + T-m- w X (W X Ry) =0

Fur die Kraft, die der Faden auf m ausubt, kénnen wir schreiben -mg. Mit F, =
mg,, worin der Vektor g, auf das Zentrum der Erde weist, erhalten wir

Mg, -Mg - M- w X (w X R,) = 0.

Man sieht, dass die Kraft - m- w x (w x Ro), die eine Zentrifugalkraft ist, daftr
sorgt, dass T und F, nur am Aquator kollinear sind. An anderen Stellen der Erde
bilden sie einen kleinen Winkel €, der von der Breite A abhangt.

Der Vektor g = go - W X (W X Ry), der leicht vom radialen Vektor g, abweicht,
hat die Richtung des Lotes, die mit der Richtung des Fadens Ubereinstimmt. g
ist der Vektor der "normalen" Schwerebeschleunigung, die man auf der
Erdoberflache beobachtet. Man nennt diesen Vektor auch die effektive
Schwerebeschleunigung.

Unter der Vertikalen versteht man die Richtung von g. Die Richtung von g, ist
radial, d.h. sie ist die Richtung der Gravitationskraft, die auf den Erdmittelpunkt
weist. Der Betrag dieser Kraft ist F, = G-m-M/R.?, vergleiche mit 2.1.4.
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-mwx(wxRo)

Fig. 3.5-5

Diese Skizze zeigt, dass die drei Krafte T = -mg, F, und -mwx(wxR,) nicht
kollinear sind. T und F; bilden einen kleinen Winkel €, dessen Wert mit Hilfe des
Sinussatzes bestimmt werden kann: sine /(mR,w?cosA) = sin\/mg

Das heift, € = sine = Row?sin(2\)/(2g) = 0,1° fir A = 45°. In Figur 3.5-5 miisste
man eigentlich auch die wahre Gestalt der Erde andeuten, die ein Ellipsoid ist.






