3.4 Bewegungen auf einer Raumkurve

Geradlinige Bewegungen sind sicherlich nicht die hiufigsten Bewegungsabliufe.
Praktisch jede Bewegung geschieht entlang einer Kurve im Raum. Schon im
letzten Kapitel haben wir spezielle Fille diskutiert und Ausdriicke wie Kriim-
mung und Kriimmungsradius eingefiihrt. Es handelt sich dabei um Begriffe, die
in der Differentialgeometrie entwickelt werden und mit denen wir uns zunéchst
etwas eingehender befassen miissen.

3.4.1 Grundbegriffe

Die Linge des Geschwindigkeitsvektors ist v = ds/d¢t, der Vektor ¥ zeigt in
Richtung der Bewegung. Es gilt v = (¢~ #)/2, worin #- ¥ das Skalarprodukt der
Vektoren ¢ und ¢ ist. Der Vektor

| =

= - % (3.4-1)

dt

ist ein tangentialer Einheitsvektor, er zeigt ebenfalls in Richtung der Bewe-
gung. In der x-y-Ebene kann man schreiben &' = cos(¢)i + sin(¢)j, worin ¢ der
Winkel ist, den ¥ mit der positiven x-Achse einschlieft. Man benutzt hiufig die
Linge des Bogens s = s(t) als Parameter anstelle von ¢ (Zeit). In diesem Fall
ist 7(s) der Positionsvektor, und seine Ableitung beziiglich s bezeichnet man
mit di(s)/ds := 7 (s). Da v(t) = dr(t)/dt = d(s)/ds d(s)/dt = dr(s)/ds 5 =

7(s) v, kénnen wir auch schreiben
7 (s) = 0(t) /v = t(s) (3.4-2)
Die Ableitung von ¢ nach s wird Kriimmung & (Kappa) genannt:
k=1/p=|dt/ds| = |[f'(s)| = |F"(s)| (3.4-3)
Der Normalen-Einheitsvektor 7 ist gegeben durch
i = pi”’ (s) (3.4-4)
Ausgehend von (3.4-1) erhalten wir

7 = di = d(T(t)/v)/ds = dt(t)/ds = dt/dt - 1/(ds/dt) = dt/dt - 1/ (v - T)'/?,
oder

7(s) = di(t)/dt - 1/(F - 7)"/? (3.4-5)
Hier ist (7 - ©)'/? der Betrag || = v des Vektors @.

Wir kénnen Kappa auch mit Hilfe des Vektorproduktes berechnen,denn es
gilt



PENCESU (3.4-6)

(o)

(In MuPAD gibt es die Prozedur linalg: : crossProduct).
Fiir den Kriimmungsvektor kénnen wir die folgende Gleichung einsetzen

R=(d—7-dv/dt-1/v)/v* (3.4-7)

Schliefilich haben wir noch eine oft niitzliche Gleichung fiir den Kriimmungsra-
dius einer Kurve

p= (.I/Q + y/2)3/2/(x/y// _ y/m//) (3.4—8)

Im Fall einer Ellipse (x = acos(t),y = bsin(t)) benutzen wir

p = (a®sin®(t) + b? cos?(t)*/?/(ab) (3.4-9)

(Weiter unten im Abschnitt 3.4.3 werden wir genauer auf die vorhin einge-
fithrten Begriffe eingehen.)

Mit Hilfe der jetzt folgenden MuPAD-Programme werden wir die Anwen-
dung der Formeln demonstrieren.

3.4.2 Programme

Im ersten Programm berechnen wir fiir ¢t = 7 /7 die Krimmung und den Krim-
mungsradius einer Ellipse mit Hilfe der Formeln (3.4-5), (3.4-6), (3.4-7) und
(3.4-9).

Programm 1

reset () ://Kruemmung mit versch. Formeln

t1:=PI/7:

a:=9:b:=5:c:=0:// Ellipse

x:=t->a*cos(t):

y:=t->b*sin(t):

z:=t->c*t:// eigtl.Darstellung einer Spirale, hier aber c=0
pos:=matrix([[x(t),y(t),z(t)]1])://0Ortsvektor
vi=matrix([[x’ (t),y’ (t),z’(t)]]1)://Geschw.-Vektor
ac:=matrix([[x’’(t),y’’(t),z’°(t)]])://Beschl.-Vektor
absolv:=sqrt(v[1,1]"2+v[1,2]"2+v[1,3]"2)://v-absolut
derv:=diff (absolv,t)://d|v|/dt//Ableitung
vt:=v/absolv://Tangenteneinheitsvektor

vc:=diff (vt,t)/absolv://Kruemmungsvektor (3.4-5)
cross:=linalg: :crossProduct(v,ac):
abscross:=sqrt(linalg: :scalarProduct(cross,cross)):



t:=tl:

absolvc:=sqrt(vc[1,1] " 2+vc[1,2] "2+vc[1,3]72):
kk:=ac/absolv~2-derv*v/absolv~3://Kruemmungsvektor (3.4-7)
absolk:=float (abscross/absolv~3)://(3.4-6)
//Kruemmungsradien

ro:=1/absolk;

rol:=1/float(absolvc) ;//Kruemmungsradius
ro2:=1/float(sqrt(kk[1,1]"2+kk[1,2] "2+kk[1,3]"°2));
ro2d:=float((a~2*sin(t) "2+b"2*cos(t) "2)"1.5/(a*xb))

Wir erhalten viermal das Ergebnis: 4.708748705

Programm 2

Das zweite Programm erzeugt eine graphische Darstellung des Kriimmungs-
vektors im Fall einer Ellipse. Beachte die Léinge des Vektors 7’ an verschiedenen
Stellen der Kurve.

reset () ://Kruemmungsvektor bei einer Ellipse
t1:=PI/5:a:=9: b:=5:

x:=t->axcos(t):

y:=t->b*sin(t):

scale:=20://Ellipse
curve:=plot::Curve2d([x(t),y(t)],t=0..PI):
pos:=matrix([[x(t),y(t)]1])://0Ortsvektor
vi=matrix([[x’ (t),y’(t)]1])://Geschw.-Vektor
absolv:=sqrt(v[1,1]"2+v[1,2]"2):
vt:=v/absolv://Tangenteneinheitsvektor

k:=diff (vt,t)/absolv://Kruemmungsvektor

t:=tl:

x1:=pos[1,1] :y1l:=pos[1,2]:

x2:=x1+ scalexk[1,1]:

y2:=y1l+ scalexk[1,2]:
p:=plot::Point2d(x1,y1,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit: :mm) :
kc:=plot::Arrow2d([x1,y1], [x2,y2],Color=RGB: :Red) :
plot(curve,p,kc,Scaling=Constrained)



Fig.3.4-1

Programm 3

In diesem Programm erstellen wir eine Animation, die die beiden Vektoren
¢ und 7 entlang einer Ellipse laufend zeigt. Beachte, dass ¢ an den Stellen
grofler Kritmmung klein ist (und umgekehrt).

reset () ://Kruemmung (rot) und Geschwindigkeit (schwarz)
//t1:=PI1/2:

a:=9: b:=b:

x:=t->a*cos(t):

y:=t->b*sin(t):

scale:=20://elipse
curve:=plot::Curve2d([x(t),y(t)],t=0..2*%PI):
pos:=matrix([[x(t),y(t)]])://Position
v:=matrix([[x’(t),y’(t)]])://Geschwindigkeit
absolv:=sqrt(v[1,1]"2+v[1,2]"2)://Betrag von v
vt:=v/absolv://Tang.einh.vektor
k:=diff(vt,t)/absolv://Kruemmungsvektor

xl:=pos[1,1]:

yl:=pos[1,2]:

vi:=v[1,1]:

v2:=v[1,2]:

x2:=x1+0.5%v1://Spitze von v mit Massfaktor
y2:=y1+0.5%v2:

x3:=x1+scalexk[1,1]://Spitze von k

y3:=yl+ scalexk[1,2]:
p:=plot::Point2d(x1,y1,t=0..2%PI,Color=RGB: :Green,
PointSize=2*unit: :mm) :

vc:=plot::Arrow2d([x1,y1], [x2,y2],t=0..2%PI,Color=RGB: :Black):
kc:=plot::Arrow2d([x1,y1], [x3,y3],t=0..2%xPI,Color=RGB: :Red):
plot(curve,p,vc,kc,Scaling=Constrained)



Fig.3.4-2

Programm 4
Das vierte Programm zeigt den Berihrungskreis in dem Punkt 57/6 einer
Ellipse.

reset () ://Kruemmung und Kruemmungskreis

t1:=5%xPI/6: a:=3: b:=2:

x:=t->axcos(t):

y:=t->b*sin(t):

scale:=4://Ellipse
curve:=plot::Curve2d([x(t),y(t)],t=0..PI):
pos:=matrix([[x(t),y(t)]1])://Position

vi=matrix([[x’ (t),y’(t)]1])://Geschw.
absolv:=sqrt(v[1,1]"2+v[1,2]"2):
et:=v/absolv://Tang.einh.vektor
k:=diff(et,t)/absolv://Kruemmungsvektor
radius:=1/sqrt(k[1,1]"2+k[1,2]"2):
centrum:=pos+k*radius”2:

t:=tl:

x1l:=pos[1,1]:

yl:=pos[1,2]:

x2:=x1+scalexk[1,1]:

y2:=yl+scalexk[1,2]:

x3:=centrum[1,1]:

y3:=centrum[1,2]:

kreis:=plot::Circle2d(radius, [x3,y3],Color=RGB: :Black):
pc:=plot::Point2d(x3,y3,Color=RGB: :Black,PointSize=2%unit: :mm) :
p:=plot::Point2d(x1,y1,Color=RGB: :Green,PointSize=2*unit: :mm) :
kc:=plot::Arrow2d([x1,y1], [x2,y2],Color=RGB: :Red) :
plot(curve,pc,p,kc,kreis,Scaling=Constrained)



Fig.3.4-3

3.4.3 Mit Bleistift und Papier

Geschwindigkeit

Wir schauen uns jetzt ein Objekt an, das die rdumliche Kurve C beschreibt.
Im Augenblick ¢ ist das Objekt im Punkt A mit dem Ortsvektor 7(¢) = x(t)i +
y(t)7 + z(t)k, vgl. Fig.3.4-4, S. 9). Wenn ¢ sich #ndert, beschreibt der Vektor
7 eine Kurve im Raum, die die Darstellung {x = z(t),y = y(¢),z = 2(¢)} hat.
Obgleich die Bewegung entlang des Bogg)s AB = As geschieht, beschreiben wir
die Verschiebung mit Hilfe des Vektors AB = A7 = #(t+At)—7(t). Die mittlere
Geschwindigkeit A7/At = (7(t + At) — #(t)) /At ist ein Vektor in Richtung A7.
Die momentane Geschwindigkeit ist der Grenzwert

I A7 dr
Ao AL dl

In der Grenze, wenn B sehr nahe bei A ist, fillt A7 mit der Tangente in A
zusammen, vgl. Fig. 2.2-6. Wir konnen Gl.(1) leicht in eine Schreibweise mit
As umformen:

= (1)

. . AT As . A7 As
U (R R T A Ry A0 A @
In der Grenze ist der Betrag von A7’ gleich As, d.h. der Faktor
A7 dr L,
A Rs = g5 =T 1) ®)
ist ein Einheitsvektor in Richtung der Tangente. Somit diirfen wir Gl. (2)
schreiben als @ = %{ = vf. In (3.4-2) hatten wir den Tangenteneinheitsvektor

schon als = #(t) /v(t) kennen gelernt.



Die Anderungsgeschwindigkeit von ¢ beziiglich s ist ein Ma8 fiir die Kriim-
mung der Kurve im Punkt #. Fiir den Vektor der Kriimmung, vgl. (3.4-5),
erhalten wir dann

L dt
Ri=—

R hat in jedem Bahnpunkt die Richtung der Senkrechten (Normalen) an die
Bahn. Wenn wir mit 77 den senkrechten Einheitsvektor bezeichnen (Hauptnor-
malenvektor), haben wir

= ()

dt
_— = n 5
25 = (5)
Der Einheitsvektor b := i x 7 ist der Binormalenvektor der Kurve. b steht
senkrecht auf der von ¢ und 7 aufgespanten Ebene. Das Tripel (¢, 7, b) bildet ein
orthogonales Koordinatensystem in jedem Punkt der Bahnkurve. Die Ableitun-
gen dieser Vektoren ("begleitendes Dreibein") nach s sehen folgendermafien aus

at _ .=

as =R

n __

Tﬁ—Tb*K:t (6'8)
ab _ >

ds — ™

7 (Tau) wird Windung oder Torsion genannt. Die von ¢ und 7 aufgespannte
Ebene heifit Schmiegebene, 7 und b spannen die sogenannte Normalebene auf.
Zu Ehren des franzosischen Mathematikers F. Frenet (1816-1868) heiflen die
Formeln 6 bis 8 Frenetsche Formeln. (Die Methode des begleitenden Dreibeins
wurde besonders von franzosischen Geometern ausgearbeitet.)

Beschleunigung

Wenn sich die Geschwindigkeit eines Objektes in At -Sekunden von #; auf
U5 dndert, so ist seine mittlere Beschleunigung @, = (v — ¢h)/At = AU/AL.
Die momentane Beschleunigung ist

a:= lim = = ﬁ
T oAt—0 At dt?

Der Vektor a zeigt immer in Richtung der konkaven Seite der Kurve und
kann in eine tangentiale, d;, und eine normale Komponente, d,,, zerlegt werden.
a; ist die Ursache fiir die Anderung des Betrages der Geschwindigkeit, @,, erzeugt
die Richtungsédnderung.

Wir haben @ = dv/dt = d(vt)dt = dv/dt -t + v - dt/dt. Wenn die Bahnkurve
eine Gerade ist, muss di, /dt null sein, denn { ist in diesem Fall konstant. Wenn
die Bahn gekriimmt ist, fndert sich die Richtung von ¢ entlang der Bahn, und
dt/dt ist verschieden von null. Wenn ¢ der Winkel zwischen # und der x-Achse
ist, dann schlieffit 7 mit dieser Achse den Winkel ¢ 4+ 7/2 ein und wir kénnen
schreiben

=7 ©



t'= cos(¢)i + sin(¢p)]
7t = cos(¢ + 7/2)i + sin(¢p + 7/2)5
= —sin(¢)i + cos(¢)j
Wir konnen den Zusammenhang zwischen 7 und  auch als @ = D - ¢
darstellen, worin D eine Drehmatrix ist

o= (50 =8)

(Die Komponente eines Vektors in eine gegebene Richtung ist gleich seiner
Projektion auf dieselbe.) Fiir die Ableitung ergibt sich jetzt dt/dt = — sin(¢p)d¢/dt-
i+ cos(¢)dep/dt - j, oder

dt dg
> 5 10
it~ dt" (10
d.h. die Ableitung des Tangenteneinheitsvektors steht senkrecht auf der
Kurve. Mit d¢/dt = v/p erhalten wir

dt
“_Ys (11)
dt p
und
dv- v?
a=—t+—n 12
i=— + pn (12)

Der erste Term ist die Tangentialbeschleunigung, der zweite ist die Nor-
malbeschleunigung. Im Fall einer gleichformigen Kreisbewegung ist s = r¢
und w = d¢/dt. Fiir die Beschleunigung ergibt das

at) = wv i) = v?/r it = wir i = —w? 7(t)

Kriimmung einer Raumkurve

Wir miissen uns nochmals die Gleichung (5) ansehen: di/ds = 7 = ki mit
t = di/ds := 7. Wenn wir dies nach der Zeit ableiten, ergibt sich df/dt =
dr'/dt = d’ /ds - ds/dt = 7" v, d.h.

dt
@ = FH v (13)
woraus sich dann der Kriimmungsvektor ergibt:
1dt
7= —— 14
" vdt (14)

Im ersten und zweiten Programm haben wir mit dieser Formel den Kriim-
mungsvektor berechnet. Um 7’ zu berechnen, brauchen wir dann v = (v2 +
v, +92)%/2 und die Ableitung des Vektors £ = #(t) /v(t). In beiden Programmen
haben wir dies mit den folgenden Anweisungen erreicht;:



absolv:=sqrt(v[1,1]"2+v[1,2]"2+v[1,3]"2)://v-absolut
derv:=diff (absolv,t)://d|v|/dt = Ableitung
vt:=v/absolv://Tangenteneinheitsvektor

vc:=diff (vt,t)/absolv://Kruemmungsvektor (3.4-5)

Den Vektor #" kénnen wir auch direkt berechnen:

o vi—vrl 1, v
ro= 2, 2T 3
v v v
Diese Formel haben wir im ersten Programm benutzt

kk:=ac/absolv~2-derv*v/absolv~3://Kruemmungsvektor (3.4-7)

Formel (14) ist nicht immer die bequemste zur Berechnung der Kriimmung.

In der Praxis benutzt man meist den Ausdruck

_ lat) x 9(t)|
“W="w

Wir erhalten diese Gleichung, indem wir (12) mit # =
plizieren:
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Der Betrag ist |@ x o] = xv® |ii| |¢] sin(7/2) = kv®

(16)

o(t)/v(t) multi-

Schlieflich bestimmen wir den Mittelpunkt m des Schmiegkreises fiir den

Punkt A auf der Bahn C.
Wir erkennen aus der Figur, dass m = 7+ pri.

c
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Fig.3.4-4
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