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Capitulo 17

Exemplos selecionados
Queda de uma esfera através dum fluido
Uma esfera de massa m e raio R cai com velocidade inicial zero a partir de x =

0. Subdividimos a distancia da queda, H, em n intervalos, cada um de compri-
mento h = H/n.

K:

x:

Para cada intervalo calculamos a velocidade meédia usando (vi + Vv))/2.
Ao longo de cada intervalo, consideramos a aceleracdo como sendo constante.
A aceleracao no intervalo numero j (= intervalo-j) é dada por
aj 1= (vj - V)/(t - t) = glu-((vitv)/(2v2))*] (1)
A constante v, é definida por vi%= 8Rgp./(3Cp) onde p = densidade do fluido
(1000 kg/m? para &4gua), p = densidade da esfera (7800kg/m?), R = raio (4mm),
C=0.4eg=9.81m/s*.
O tempo de caida pelo intervalo-j é
-ti=(2h)/(vi+v) (2)
Esta expressao introduzimos em equacéao (1), juntamente com a abreviatura
b:= g*h/(2v1)® (3)

Chegamos, assim, a seguinte formula de iteracao :

Vier = [(Vi7 + 4buv,*(1+b))"? -bv]/(1+ b)  (4)
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Em vez de v; temos escrito vi+1, além disso temos u := 1-p/p.. Para determinar o
tempo de queda, temos que somar Os tempos parciais t, gastos nos n
intervalos, veja eg. (2). Calculamos este tempo da seguinte maneira:

o 2HE
T=St="20
=1 iz0 Vi T Vi 5)
Suh esfera() 'Cueda duma esfera em f£luido

rc = 7800: rfl = 1000
R =0.004: C = 0.4: g = 9.5: H= 0.2
r t0 =

*H /(2 %0 * vl

n
u
vl =8 *R*g+*re/ (3 *frcfl * Q)
b
d *hotu*wvl* (1 +h

nmun
e

= 1 To n 3tep 1
(v ~ 2 +d} ~ 0.5 —-b *x0) / (1 + k)

For

mn e

= =2+ 1/ (vO + w) ' calculo da soma
vo = v
HNext
MsgBox "T= " & Format(z * H * = / n, "0.00000")
End Zub

Resultado: T = 0,25111 segundos para H = 20cm

O péndulo com amplitude arbitraria

A equacdo de movimento € y"(t) = -sen y(t) com os valores iniciais y(0) e y'(0).
Ninguém serd capaz de resolver esta equacao em forma "fechada". Uma
solucdo aproximada obtém-se somente por meios numeéricos. Neste paragrafo,
vamos desenvolver um método iterativo muito simples. Trata-se duma queda
com vinculo.

$o Ad
AS

mi




285

Esta vez subdividimos a amplitude ¢, em n partes de igual tamanho AQ = @./n.
O péndulo precisa At segundos para percorrer o angulo A¢p = As/L. A soma de
todos os elementos At da o periodo T:= T,-K, onde K, é um fator de correcao,

dependendo do angulo ¢, € T, = 2n (L/g)/? é o periodo do péndulo simples.
Suponhamos que a aceleracao tangencial seja constante no intervalo At. Temos

at = (Vi1 - Vi)/At = g-seng  (6)

A velocidade média no intervalo At € (vi + vi+1)/2, € 0 arco, passado pelo
péndulo em At segundos, sera As = (v; + vi+1) At/2 = L Agp. Assim, obtemos

Vi1 = Vi + g Atsenp  (7)
At = 2 L AQ/(vi + vis1) (8)

Substituindo At da primeira equacao pelo At da segunda, resulta a seguinte
formula de iteragao para a velocidade

Visr = (V2 + 2 L Ap g senp)¥?  (9)

A soma de todos os At entre ¢ = @, € @ = 0 proporciona o tempo T/4, e 0
periodo completo é

T 8L, i 1
N Vit Vig (10)
O fator de correcao vem dado por
K T 41|rD r—\_1
nm — Vit Vi (11)

K, depende, aparentemente, de g e L. Mas, isso ndo € o caso, pois, se intro-
duzirmos uma grandeza u sem dimensao como

vi=u(gbh" (12),

1/2 1/2

podemos eliminar (g L)
pusemos

e ndés obtemos Vi + viy1 = (g L)Y? (u; + uiy1), onde

Uirt 1= (U? + 2 A senp)Y2,



Finalmente, resulta

0
K, - 4y < 1
N U + U4
¢'|:| | I+ (13)

Sub penduloi)
fil = 30 ' Andgulo em graus
Pi = 3.141592Z654
fino = £i1 * Fi / 180
n = 500
w0 = 0: t0 = 0
For i = 1 To n 3tep 1

dfi = £i0 / n

fiz = f£i0 - dfi f 2

bo=2 % dfi * Fin(fiz - (i - 1) * dfi)

v = (w0 * 2 4+ h] *~ 0.5

L=t + 1/ (v0 + v)

ch =t wi = v
ext

MsgBox "KO= " & Format(4 * £i0 / (n * Pi) * t, "0.000007™)
End Zub

Resultado: Ky = 1,01742 para ®y = 30 graus. T = KTy
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Para At suficientemente pequeno, a precisao do método de iteracdo pode

produzir resultados com até trés ou quatro digitos decimais corretos.

Trajetoria Lua-Terra (Problema restrito)

No chamado "Problema restrito

de trés corpos" movem-se dois corpos

pesados em torno do centro de massa comum enquanto um terceiro corpo leve
move-se No mesmo plano que os corpos pesados. Podemos imaginar-nos uma
sonda espacial mz que se move no campo gravitacional da Terra m; e da Lua

m-. A influencia do Sol ndo é tomada em conta.

Na figura vemos Terra e Lua sobre o eixo-x de um sistema de coordenadas

gue gira com velocidade angular w constante.

Os dois corpos descrevem circulos complanares em torno do seu centro de

massa.



287

A Terra tem do Sol a distancia b; = m-d, sendo m := my/(m;+ my). A distancia
entre Sol e Lua é b, = m-d com m' = 1-m. A velocidade angular tem a direcéo
do eixo-z e o seu valor vem dado pela expressdo w? = G (m; + m,)/d>.

Num sistema inercial, a segunda Lei de Newton rezaria mz a = F; + F, onde F;
e F, séo as forcas devido a m; e m,. Em nosso sistema, nao inercial, temos que
introduzir duas forcas "inerciais". Sao a for¢a centrifuga: Fc = -mz w X (W X r) e
a forgca CORIOLIS Feor = -2 M3 W X Vg

As equacdes de movimento para as duas coordenadas de m3 sao

ﬁ: « 2d_y_m'{x+m}_m{x—m'}

+
it dt o’ E 5
dy_y pdx my my
2z
cit dt o @

A unidade de tempo foi escolhido de tal forma que w = 1, ou seja para que o
tempo para uma rotacdo do sistema de coordenadas fosse T = 2.
As distancias d; e d; séo

di® = (b1 +X)7 +y* = (m-d + )P +y* (8)

do” = (b2 - x)? +y* = (m-d - x°+y* (9)

A massa serd m = 0.012277471, se tomarmos d = 1.

As condic¢des iniciais serdo X = 0.994 (ou seja, do lado direito da Lua),
Yo =0, dx(0)/dt:=vx(0) =0 e dy(0)/dt:=vy(0) =-2.1138987966945.
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Esta enorme quantidade de casas decimais é necessaria, pois 0s calculos sao
muito sensiveis com respeito a variacdes delas. Nos primeiros tempos dos
vO0s espaciais, foi absolutamente necessario de ndo permitir uma diferenca da
"injection speed" de 10840 m/s por mais de 1 m/s. Com uma diferenca de > 2
m/s, a Lua ndo houvesse podido ser atingido, pois ndo houve possibilidade de
corrigir a trajetoria durante o véo.

Vocé pode estudar, agora, estes fatos usando o seguinte programa. (Na época
dos primeiros PCs, o célculo da trajetéria durava, numa HP-85, 4 horas!)

Sub Runge Kuttal ()
'para U sSistems com X' 'SFRIt,E,V, UV e v St K, v,V
Bange ("L10:E4000™) . Clear
td = Cells(l, 2).Value
=*x0 = Cells(2, 2).Valus
v = Cells(3, 2).Value
ull = Cells(4, 2).Valus
v = Cells (5, 2).Value
h = Cell=sig, 2).Value
imax = Cell=s (7, 2).Value
t = t0: x = ®x0: uw=uld: v = vyl: v = «0
Cells(1l0, 1) .Value =
Cells(l0, 2] .Valus = x
cell=s(10, 3).Valus = ¥
1
w

Cells(10, 4) .Value = BT S

Cell=s(10, 5] .Valus = ERTars

For i = 1 To imax 3tep 1
Fl1 =Flt, %, v, u, v ' ax
Gl = Gi(t, X, ¥, 4, V] ' ay
t =td +h/ 2
¥ =x0 +u*h /2 u=ud +F1 * h / Z:
vy=v0+ v % h/ Z2:v=w0+G1*h/ 2
F2 = Fit, %, ¥, u, w): G2 = (L, x, ¥, 1, )
x=x0+uu*h /S 2 u=uld +Fz * h / 2:
v=v0+ v * h / 2: v=w0+ G2 * h / 2
F3 = Fit, %, ¥, 1, ¥v): 3 = (L, x, ¥, 1, V)
£t =tD 4+ h
¥ =0 +u * h: uw=ud + F3 * h
v =90 4+ v * h: vw= w0 + 33 * h
Fd@ = Fit, %, ¥, , ¥): &1 = (L, x, ¥, 1, )
¥ =0+ h *ul +h * h * (F1 + F2 + F3) / &
v =v0 + h ¥ w0 +h * h ¥ (Gl + G2 + G3) / &
u=ul + h % (F1 +2 % F2 + 2 % F3 + F4) / &
vw=w0l + h ¥ (Gl + 2 % GEZ +Z ¥ GI 4+ G4 S a6
Cells(10 + i, 1).Value = €
Cells (10 + i, 2).Value = x
Cells(10 + i, 3).Value = ¥
Cells(10 + i, 4).Valus = u
Cells (10 + i, 5).Value = W
0 = £: x0 = x: v0 = vw: ul = u: w0 =

Next i
End Sub

— _———————————— - ———————————|



Function Fit, =, v, 1, )

End Function

m = 0.012277471: o = 1 - m
rl = (i(x +m * 2 + v % v) ~ (3 / 2)
ra = [(®x - mwma) “ 2 + v *F oyl M (3 /S 2)
F=x4+2 *v —ma * (x +m / rl —m?** (% — ma) / rz

Function Git, x, v, 1, )

End Function

m = 0.012277471: wu = 1 - m

rl = ((x +m) * 2 +v %y * (3 /&)

re = ((x —ma) * 2 + v *F oy M3 S )
G=yv -2 *u-m1 *vy/Srl-m?*™vy /S 2
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Na figura da planilha, observamos uma trajetéria de "regresso" que nunca

atingira a Terra.

1t o Trés corpos (Terra-Lua-Foguete)

2 x0: 0,954 (Método de Runge-Kutta para o sistema x"=f(t,x,x"y,y') e y"=g(t.x,x"y,y’))

3 yo: o

4 w0 o

5 o -2,1138987966345 Runge-Kutta

5 h: 0,002

7 imax: 2500

8

3 t x v u v P

10 o 0,994 0 0 -2,113898797 e

11 0,002 0,99341433  -0,004099116  -0,549430045 -1,936995089 / \ e

12 0,004 0991999753 -0,007667917  -0,823411818  -1,634336341 / \

13 0,006 0,990236434 -0,010681884  -0,921696074  -1,392995809 o D

14 o008 0,988357665 -0,013267616  -0,950291501 -1,222743685 I \/N (™

15 0,01 0,986451874 -0,015605018  -0,952966449 -1,101132029 \ /\‘ _/\/
-1,5 -1 05 a5 1 15

6 0012 0,984552 -0,017712834  -0,945979378  -1,010953914

17 o004 0,982670116 -0,019662558  -0,93561723  -0,341544044 \ /

18 0,016 0,980810043 -0,021488491  -0,324433395  -0,886368674 i

19 0018 0,978972209 -0,023214736  -0,313487197 -0,341308766 \ / o5

20 0,02 0977155646 -0,02485865  -0,303204002 -0,803671933 S

21 0022 0975358852 -0,026433142  -0,893729207 -0,771635613 8

2 004 0973580176 -0,027948067  -0,885082634 -0,743926452

23 0,02 0,971817992  -0,029411116  -0,877228899  -0,719629658

Posicao da Terra: x(0) = -0,01228, y(0) = 0 e a da Lua: 0,9887, y(0) = 0. A

sonda parte no lado direito da Lua em x(0)

Na seguinte figura, temos v0 = -2,0325, h =

0,994 e y(0) = 0.

0,002 e imax = 5500

e
ih
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Osciladores acoplados
(Compare com Interferéncia no capitulo 5)

Agora vamos estudar o caso de dois osciladores acoplados, trocando energia
entre si mesmos.

Consideramos o0 modelo ilustrado na seguinte figura:

y | l '
meﬁww_wwl
Ki  m, k my, K2
T, N1 Ty [T:|N2
T4 T.E
. myg E: my 9

Duas "particulas" de massas m; e m, sao presas uma a outra e a paredes fixas
por molas. No estado relaxado, as molas tém os comprimentos loi,lo € loz.
Na posicao de equilibrio, elas tém o comprimento |; e |, (neste estado as molas
sim podem ser esticadas, ou seja, |; nao necessariamente é igual a lp, etc.).

Sobre a massa m; atuam quatro forcas: m:g, Ny, T e T;, analogamente para
moy.

A segunda lei de Newton para m; e m; reza:
mig+ N+ T+ Ti=mya; (1)
mg+ N+ T+To=ma, (2)
Para os deslocamentos (supomos que X, > Xi) podemos escrever
mix; = -ki(s1 + x1) + k(s + x2 -x1)  (3)
myx2 = -k(s + X2~ x1) + ka(S2 - %2)  (4)

Os coeficientes significam s =1 - lp, s; = |1 - lo1, S2 = |2 - lpz, ou seja, eles sao os
alongamentos que as molas ja tém no estado de equilibrio.

A energia potencial do sistema vem dada pela seguinte expressao
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Ep = ki(s1 + X1)%/2 + k(s + X2 -X1)%/2 + ka(S2 - X2)%/2  (5)

Supomos agora, simplificando, que as molas estejam, no estado de equilibrio,
distendidas e que tenham os mesmos comprimentos. Neste caso particular, as
equacoes de movimento (3) e (4) assumem as seguintes formas

X" =-ax; + bxy (6)

X" =-ox +dx; (7)
A equagdo para x; contém com x; também x,, € na equagao para X, parecem
tanto x> quanto x;. Ambas as equacoes estao, por isso, acopladas, elas formam
um sistema de duas equacoes diferenciais acopladas.

As constantes sao definidas da seguinte maneira:

a:=(k + k1)/m1,

b:= k/m;y,
c:= (k + kz)/mz,
d:= k/m; 8)

Resolveremos o sistema (6)-(7) numericamente. (Nos limitaremos a considerar
0 caso particular de duas massas iguais, tomando k; = k; ;= kpe a=c¢c =
(k+ko)/meb =d = k/m.)

No comego, a massa m; foi deslocada por x2(0) = 1 e logo liberada, enquanto
m; estava em x;(0) = 0 (temos m; = my). Logo de soltar o segundo oscilador,
observamos como as suas oscilagdes sao transmitidas para o primeiro e que a
fase de deslocamento do oscilador m; esta sempre atrasada de um angulo de
90° em relacao ao oscilador 2, que comega o movimento. (Precisa-se mover o
grafico de m; de 90° a esquerda, para obter fases idénticas.) Devido a
defasagem entre os dois osciladores, ha uma troca de energia entre eles.

Ambas as massas executam um movimento de batimento. Da figura podemos
ver que o tempo entre dois valores minimos da amplitude (= tempo do bati-
mento) é de 28 s. O periodo da oscilacdo prdpria é aproximadamente de 5,5 s.
A primeira figura mostra somente o oscilador 1, o que faz que podemos ver os
pormenores do movimento com maior nitidez. Usamos o programa "Runge-
Kutta2" com as seguintes funcoes:
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Function Fit, =, v, u, v)
a = 1.25: b = 0.25: ¢ = a: d = b
F=-a*x+h*y¥y
End Function
Function Git, =, ¥, 1, V)
a = 1.25: b = 0.25: ¢ = a: d = b
= -oc* v +d*x
End Function
A A B C D E F G H 1 ) K L M N o}
1 | 0 Osciladores acoplados
2 |x0: 0 (Método de Runge-Kutta para o sistema x"'=f(t,x,x",y,y’) e y"=g(t,x,x",y,y'))
3 yo: 1
4 |uo: 1] 1,5 .
5 Jvo: o Runge-Kutta Oscilador1
6 h: 0,1
7 |imax: 600
8
9 t x1 x2 ul u2
10 0 0 1 0 0
11 0,1 0,001247396  0,993756771 0,024895833  -0,124729167
12 0,2 0,004958416 0,975108181 0,049169633  -0,247838798
13 0,3 0,011040198  0,944296345 0,072211174  -0,367731136
14 04 0,019339934 0,901721164 0,093433646  -0,482851672
15 0,5 0,029647774  0,847934956 0,112284858 -0,591710015
16 0,6 0,041700825 0,783635036 0,128257846  -0,692899885
17 0,7 0,055188174 0,709654351 0,140900721 -0,785117932
18 0,8 0,069756846  0,626350301 0,149825554 -0,867181142
18 0,9 0,085018602 0,536591912 0,154716177  -0,938042573
20 1 0,100557454  0,439745513 0,155334742  -0,996805219
21 1,1 0,115937767 0,337659134 0,151526924  -1,042733802
22 1,2 0,130712813 0,23164534 0,143225689 -1,075264337
23 1,3 0,144433624 0,12306622 0,130453534  -1,094011344
24 14 0,156657996 0,013310276 0,113323168 -1,098772605
25 1,5 0,166959473 -0,096221036 0,092036611  -1,089531405
26 1,6 0,174936171 -0,204134362 0,066882709 -1,06645624
27 1,7 0,18021926% -0,309062349 0,038233114 -1,02989799
28 1,8 0,18248103 -0,409681641 0,006536762 -0,98038461
29 1,9 0,181442189 -0,50473022 -0,027687045  -0,918613424
30 2 0,176878593 -0,593023862 -0,06385688  -0,845441112
EX 2,1 0,168626953 -0,673471478 -0,101338549 -0,761871572
32 2,2 0,156589603 -0,745089153 -0,139455557  -0,669041798 15
33 2,3 0,140738178 -0,807012669 -0,17750037 -0,568205995

A segunda figura mostra os deslocamentos das massas m; € m; superpostos no
mesmo grafico. (x1(0) = 0, x2(0) = 1).

O programa permite fazer um estudo completo das oscilacoes com diferentes
condigdes iniciais. Podemos detectar que existem dois modos de oscilagao, fala-
se de modos normais ou fundamentais, para os quais a defasagem é 0° ou 180°
e nos quais nao ha transferéncia de energia.

O primeiro modo normal temos quando x;(0) = x2(0) = A, p. ex. A = 1. Os dois
osciladores movem-se em fase. A mola do centro nao sofre deformacao e,
portanto, nao exerce forga sobre as massas. elas movem-se como se nao
estivesls;(zam acopladas. Ambas massas oscilam com a mesma freqiiéncia w, =
(ko/m)™.

No segundo modo normal, os dois osciladores movem-se em oposicao de fase
(temos uma diferenca de fase de n) com x;(0) = -A e x(0) = A (=1). A
freqiéncia é agora maior do que a freqliéncia sem acoplamento w = (wy> +
2k/m)Y?, pois nesse caso, o centro da mola de acoplamento fica sempre em
repouso, isso € como se fosse reduzido o comprimento da mola central a
metade do comprimento original, ou, 0 que € o mesmo, como sua constante de
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mola fosse agora 2k. (Podemos chamar os modos fundamentais de modos
puros, os outros serao modos /mistos.)

Em todos os outros casos, observamos batimentos, ou seja, uma variacao nas
amplitudes dos osciladores. Este fendmeno ocorre quando dois movimentos
harmoénicos simples que tém a mesma direcao e freqliéncias diferentes
interferem. O resultado da superposicao é especialmente interessante quando
as amplitudes sao iguais. Nesse caso, podemos observar uma flutuagao de
amplitude.

Qual a velocidade de uma bala no cano? Qual a velocidade do projétil
quando sai da boca do cano?

O cano de um rifle tem 45cm de comprimento, o de um canhao tem 3,60m.
Estes sao dados que variam, obviamente, com o produtor e com o tempo. Para
responder as perguntas postas, aplicamos, primeiro, um modelo simples. Em
seguida vamos nos basear em valores experimentais. O nosso tratamento vai
fazer uso do método de Simpson.

1. Modelo simples para a aceleracao
Usaremos, primeiro, o seguinte modelo linear:
a(t) = b — ct para 0<t<0,05s; a(t) = 0 de resto
Podemos adaptar as constantes b e ¢ a velocidade final conhecida. (Sabe-se

que uma bala atirada por um fuzil sai do cano com a velocidade de = 900m/s.)
A seguinte planilha mostra os resultados para b = 20000 e ¢ = 35000.

4 A B c D E F G H

1

2 h= 0.00m
3 t t-hi2 aft) aft-hf2) v(f)fnum  wvit)/analyt. h{2= 0.0005
4 vi= 0
5 0 -0.0005 2000a 20017.5 0.00 0.00 b= 20000
6 0.0m 0.0005 19965 143825 14,88 14,98 c= 35000
7 0.002 0.0015 19930 19547.5 3993 39.93

8 0,003 0.0025 19895 149125 54,64 54,54

9 0.004 0.0035 19860 198775 7972 79,72 Simples modelo para
10 0,008 0.0045 19825 1498425 94,66 99.56 aceleragtio e

1 0.008 0.0055 19790 19807.5 119.37 114.37 velocidade de uma bala
12 0.007 0.0085 19755 197725 13914 135,14 no interior de um cano
13 0.008 0.0075 19720 197375 1558.88 158.88

14 1000,00 Calculo numérico segundo Simpson
15 SO0 00 V dE uma ba'a rﬂ_um caJ_no - corm solugdo analitica
1? £00,00 ,/
18 700,00 P
19| 60000 e
201 E 500,00 e
21| = P
= 400,00 A
23 300,00
24 200,00
25 100,00
26 0,00
27
%8 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08
29 tfs
30
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A velocidade cresce quase linearmente e a bala sai, depois de 0,049 segundos,
com a velocidade de = 938 m/s.

Para o modelo escolhido, a velocidade é v(t) = bt — ct¥/2 + v.

Entradas:

A5: 0; B5: =A5-H$3; C5 = SE(A5<=0,05; H$5-H$6*A5;0); copiar até C60.
D5: =SE(B5<=0,05;H$5-H$6*B5;0); E5: =H4. Copiar D5 até D60.

F5: =H$5*A5-H$6*A5”2/2+H$4 (solucdo analitica)

A6: =A5+H$2; copiar até A60. B6: =A6-H$3; copiar ate B60

E6: =H$2*(C5+4*D6+C6)/6+E5 (Simpson); copiar até E60

2. Modelo realista

Agora utilizamos os dados experimentais da distribuicao da pressao no interior
do cano do rifle M14 (M.L. James et al. Applied Numerical Methods, Internatio-
nal Textbook Co., 1967)

Dados: m = 0,0215 Ib (=9,75g); secdo transversal do cano: A = 0,07069 inch?
(= 0,456 cm?).

Na planilha, encontramos o perfil da distribuicao de pressao ao longo do cano.

c17 - ( Jfx | =RAIZ(C16%2+G$47 (B16+B17)7100070,25)
4 A B C D E F G H J K L M
1 Distribuicdo de pressao no rifle M-14
2
3 Posigao p/1000 v v t
4 inch Ibfinch*2 inch/s mis ms Const= 253826 (=2A/m)
5 0 0 0,00 0,00  0,0000 vo= 927.73 mis
[ 0.5 14,7 3054,20 7758 04911 e T
7 1 291 609279 15476 06140 s00
8 1.5 396 898425 22620  0,6629 rl4
9 2 451 1159588 29454 07323 — velocidade [
10 25 48 1391196 35336 07718 w700
11 3 493 1597767 40583 08054 E 600 I
12 3.5 50 1784092 45316 08351 2 su0 Los &
13 4 48,7 1951743 49574  0,8619 2 .00 E
14 45 457 20996,02 53330  0,8866 -g ros «
15 5 429 2229474 66629 09097 300 L 04
16 55 40,2 2344756 59557 09316 200
17 § 379 2448158 621,83 09525 100 roz
18 7 336 2626716 667,19  0,9919 o 00
19 8 295 2774741 70478 10290
20 9 261 28991,08 73637 10643 o > 10 » 0 »
21 10 229 3004447 76313 1,008 posigao / in
22 1 202 30941,39 78591  1,1309
23 12 18,2 3171915 80667 11629
24 13 163 3240200 82301 11941 1000 g0
25 14 14,6 3300545 838,34 12246 o 0
26 15 13,5 3354513 85205  1,.2547 800
27 16 12,3 34029,69 86435  1,2643 2 700 velocidade w0 g
28 17 11,2 3446512 87641 13135 E 600 2
29 18 10,2 34856,90 88637 13423 £ 500 0 2
30 19 94 3521191 89438  1,3709 - o
kil 20 8.6 3553481 90258  1,3992 8 400 BreeTi n 8
12 21 7.8 3562648 909,99 14272 £ 00 £
kE] 22 7 3608767 91663 14550 200 10
34 23 6.2 3631904 92250 14826 100
35 24 56 3652462 92773 1,5101 . o
3? 0 5 10 15 20 25
38 posigao/ in
39
40
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Da lei de conservacao da energia no intervalo [x;xi+1] resulta para a velocidade

o w2 2A %
g S X — X)dx
X1 \/XI m J‘Xi p( )
Para o tempo obtemos uma férmula de recursao: t,; =t + L):*l x"tdlx

As integrais serao aproximadas pelo médio aritmético.
Entradas:

C6: =RAIZ(G$4*(B5+B6)*1000*0,5/2); a partir de C18 temos ....1000*0,5
E6: =3*A6/C6 (=valor inicial para t)

C7: =RAIZ(C6"2+G$4*(B6+B7)*1000*0,25); a partir de C18: ....1000*0,5
E7: =E6+((1/C6+1/C7)*0,25)*1000 até E17

E18: =E17+((1/C17+1/C18)*0,5)*1000 até E35

Depois de = 1,5ms, a bala sai do cano com uma velocidade de = 927 m/s.

A vida dificil das bactérias.

No seguinte exemplo, estudamos o crescimento de uma cultura de bactérias.
No primeiro caso, supde-se que as bactérias morrerdao devido ao limitado
espaco do ambiente. Neste caso, a sua taxa de mortalidade vai ser proporcional
ao numero de bactérias ja presentes.

O numero de bactérias no fim da semana x vai ser y = (1+p/100)y —(r-y)y onde
p € o fator de crescimento semanal e r é o fator de mortalidade por semana.

e

B6 ~( fx | =(1+5F519)*B5-5F518*B5"2

4 A B C D E F G H |
1 Crescimento de uma cultura de bactérias

2 sem lixo

3
4 | Tempo X Nimero Y Soma
5 0 50 il 250
i 1 65 115 200
7 2 83 1496 e
8 3 102 239 e
3 4 122 421 E 100
10 5 141 ;i Z 50
11 6 158 720 o4 : : |
12 7 171 891
13 B 181 1072 0 5 10 15
14 g 188 1260 Semanas
15 10 192 1452
16 11 195 1647
17 12 197 1845 MNdmero no inicio: 50 Bactérias
18 13 198 2043 Taxa de mortalidade: 0,002
19 14 199 2242 Taxa de crescimento: 04
o 15 199 2441
21
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Entradas:

B5: =F17 (populacgao inicial)
B6: =(1+$F$19)*B5-$F$18*B5/2; copiar até B20
Para o grafico foi selecionado 1p como largura da linha.

O modelo mostra que a cultura tende a um valor limite de 200 bactérias.

Muito diferente sera a situacao, se levarmos em conta o lixo que as bactérias
produziram e deixaram na cultura. O ndmero de bactérias no fim da x-esima
semana vem dado pela seguinte relacdo y = (1+p/100)y — (r-n)y onde n é o
numero total das bactérias que viveram na cultura.

B6 - ﬁc| =(1+$F$19)*B5-$F$18*B5*C5
4 A = C D E F G H
1 Crescimento de uma cultura de bactérias
2 com lixo
3
4 | Tempo X MNimero Y Soma
5 0 &0 L] 90
B 1 65 115 o
7 2 76 191 o 28
s 7 m|es
= 30
10 3 49 384 Z 20
11 6 31 415 i . \
12 7 18 432 ' i '
13 8 9 442 0 5 10 15
14 9 5 447 Semanas
15 10 2 449
16 11 1 450
17 12 1 451 Mdmero no inicio: 50 Bactérias
18 13 0 451 Taxa de mortalidade: 0,002
19 14 0 451 Taxa de crescimento: 0,4
20 15 0 451
21

As bactérias se asfixiam no proprio lixo!
Entradas:
C5: =B5; (C6: =B6+BS5; copiar até C20

B5: =F17
B6: =(1+$F$19)*B5-$F$18*B5*C5; copiar até B20
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Passeio aleatorio de uma molécula

Nesta secdo, queremos simular o caminho aleatdrio de uma molécula num gas.
Isto € o modelo matematico para uma familia muito ampla de processos. (Uma
analogia é o caminho pouco controlado de um bébado num campo aberto. Apos
cada passo, ele se esquece para onde ia e toma um rumo diferente. Suporemos
que ele inicia seu caminho aleatdrio num poste no meio do campo, a nossa
origem das coordenadas. O nosso objetivo € determinar onde o bébado se
encontra apds um numero N de passos.)

Para a investigacao analoga no caso de uma molécula num gas, precisamos de
algumas férmulas da estocastica:

1. O livre percurso médio A de uma molécula de gas é dado pela formula

A=31073—

pd
d = didmetro da molécula e A s3o expressados em Angstrom (107°m)
p = pressao do gas, mede-se em mbar

Para T = 300K, p = 1000mbar e d = 3E-10m, temos A = 1036 Angstrom.

2. Se a molécula se encontra, apds uma colisdo, no ponto P(x,y), entdo
percorrera, em seguida, a distancia s sob o angulo B (medida em relacao
ao eixo-X) até o ponto P' = (x',y') da proxima colisdo. As suas coorde-
nadas sao

X' = X + s cos(B)

y' =y + s sen(B)

onde s = -AInR1 e B = 2nR2. R1 e R2 sdo numeros aleatdrios que o Excel
determina com =ALEATORIOQO().

Entradas:

1. Na linha 10, encontram-se os valores iniciais de todos os dados:
B10: 0 (=R1); C10: 0 (=R2); D10: 0; E10: =G$1; F10:H10 0

2. Na linha 11, colocamos as formulas que copiamos até a linha 210

3. B11l: =ALEATORIO() (=R1); C11: =ALEATORIO() (=R2)

4. D11: =2*PI()*B11; E11: =-G$1*LN(C11); F11: =E11+F10
G11: =G10+E11*COS(D11); H11: =H10+E11*SEN(D11)

5. Em F5 temos a distancia linear entre o ponto inicial e o ponto final,
ou seja, F5: =RAIZ(H21072+G21072)

6. F6 contém o livre percurso médio, ou seja =F210/A210

Para o grafico, selecionamos o intervalo G10:H210. Todas as vezes que
pressionamos a tecla F9, obtemos uma nova simulacao (calculo manual).
A molécula comeca o passeio em (0,0) e faz N = 200 colisoes.
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Para simular colisdbes moleculares no computador, precisamos da distribui-

cao dos livres percursos médios no gas. Sabe-se que eles seguem uma
-X

distribuicdo exponencial e que a funcio densidade é f(x)=e4 /A.

Finalmente, a molécula encontra-se na distancia L = \/X,%, + y,%, da origem.

L/N é uma boa estimativa de A.

(A base tedrica de nosso tema pode-se encontrar em F.J. Mehr, Simulation
von stochastischen Trajektorien, Praxis d. Naturwissenschaften, Physik
11,329,1983.)

5 - fi | =RAIZ(H21072+G210°2)

A B c D E F G H J K L M N
Livre percurso médio: Lo= 10 Angstram

Caminho aleatério de uma molécula

4
1
2
)
4
5 Disténcia= 181,14
6 | Copiar linha 12 até linha 210! Ls/N= 10.08
T
8
9
10
11

Nimero de Random1 Random2 Beta s Ls X y
colisdo

0 0 0 10 0 0 0
0,6845308 0,631611 4,3010337 4,5948152 45948152 -1,8372455 42115146
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

0,9712858 0480165 6,1027685 73362547 1193107 53799344 -5 5279297
02227726 0,7924466 1,3997214 2326301 14257371 57759678 -3,2355874
0,8952917 0,9879955 56252838 01207718 14 376143 58715317 -3,3094342

036014 04334648 22628261 83594476 2273759 0537357 3,1269424
0,6081814 0,02608 3.,8213164 36465865 59203455 -27.623839 -19.794704
0.5977051 0,8990904 3,7554918 1.0637169 60,267172 -28,69333 -20.407468 S
0,6667894 0,9090872 4,1895611 0,9531429 61,220315 -29,169265 -21,233281 -60 1
0.5135682 0,1571205 3,2268444 18507422 79727737 -47.609473 -22,809161
0,0206322 0,6694912 0,129636 4.0123725 8374011 -43,630768 -22,290469
04277627 0,9466947 26877123 0.,5477861 84287896 -44,123092 -22,050288
0,5246952 0,2253318 3,2867574 14.901613 99.1859709 -58.645676 -24,353258

D NO R WS o

w

=

o

O efeito Compton

A.H. Compton realizou, em 1923, experimentos nos quais raios X eram espal-
hados por um alvo de grafite. O comprimento de onda dos raios espalhados por
um dado angulo 6, medido em relacao a direcao incidente, era determinado
utilizando a difracao de Bragg. Compton mostrou que a radiacao espalhada
tinha uma freqiiéncia mais baixa do que a incidente.

Modelo:

Antes da colisao, temos um elétron em repouso e um féton A incidente, depois
da colisdo, vemos um féton A' espalhado e um elétron que se move com
energia cinética Ec = hc/A — hc/N'. (O foton incidente da origem a um novo
féton de menor energia.)

Para analisar o efeito Compton, é necessario levar em conta que o efeito é
relativistico ja que o féton é uma particula relativistica que viaja a velocidade da
luz. Isso significa que devemos usar as equacOes da relatividade para a
variacao da massa, da energia e do momento linear.
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Introduzimos A e 6 do foton incidente nas células B4 e B5. As demais quanti-

dades calculam-se na seguinte ordem:

1. N'= A+ A(1-cos(B)) com Ac = hc/Ep (= comprimento de onda de
Compton) e Eg = mgc?

A' = comprimento de onda do foton apds da colisdo

E. = hc/A — he/N' (=energia cinética do elétron)

pc de (pc)® = E¢* +2EoE.

B W N

relacdo a direcdo y: -pc-sen(¢) + hc-sen(B)/N' = 0
5. A equacao pc-cos(q) + hc-cos(B)/\' =
direcao-x) pode ser usada como controle.

. Angulo de espalhamento ¢ do elétron da componente do momento em

hc/A (componente do momento na

B26 - (. fx| =ASEN(BS33*SEN(BS$21)/(B22*B25))
4 A B c D E E G H ) K
1 | Efeito Compton Radiac#o:
2 ket'= 40
3 | Entradas: J= £,408E-15
4 |Lambdal= 3,1DE—11|L= 31E-N
5 |Theta {(Grau)= 120
6
i
8
9 . o
i 59%
ik
12 ‘
13
14 Grafico:  Fhi= Eletran 28.17 (vermelho)
15 211.83 (verde)
16 Theta= Fétan 120,00 (azul)
17 |[Energias:
18 | E-total: 40 ke  Control{Phi): 4,97E-15 = 4,97E-15
19 E-féton 36 ket  E-foton (final): b73E-16| = 35797.698 eV Sora:
20 |E-elétron: 4 ke E-elétron{final): B.73E-16/ = 4202.3017 eV 40000
21 Teta= 2,094395102
22 Lambdalapds)= 3.4639E-11
23 Energis-Eletrén=  6,73209E-16 Joule ¥ 40 -
24 4202,301724 5
25 |pc= 1.05214E-14 30
26 Phi= 0,491600813 25
27 28,17 Grad 20
28 15
29 e= 1.602E-19 12 4
33 - 239131;313 "“Ewi  EBwn  Esléton
32 h= B.62BE-34 i i
33 hc= 1,986E-25
34 Eo= 8,18807E-14
35 5111155833
Entradas:

Em B29:B34 ficam as constantes e, m0, ¢, h, hc, Eg

B34: B$30*B$31°2; B35: =B34/B29
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D3: =D2*1000*B29; D4: =B33/D$3; B4: =D4

G14: =B$27; G15: =360-(G14+G16); G16: =B$5

B18: =B33/B4/B29/1000; B19: =H19/1000; B20: =H20/1000
F18: =B$33*SEN(B$21)/B$22; F19: =B33/B22

F20: =B$23; H18: =B$25*SEN(B$26); H19: =F19/B29
B21: =B5*PI()/180; B22: =B$4+B$33*(1-COS(B$21))/B$34
B23: =B$33*(1/B$4-1/B$22); B24: =B23/B29; H20: =B$24
B25: =RAIZ(B23*(2*B34+B23))

B26: =ASEN(B$33*SEN(B$21)/(B22*B25))

B27: =B26*180/PI()

Circuito RLC com fonte alternada

A figura mostra um circuito RLC paralelo forcado por um gerador senoidal de
freqliéncia angular w. A impedancia Z de um elemento do circuito, submetido a
uma voltagem alternada, € a razao entre a queda de voltagem nos terminais do
elemento e a corrente passando pelo mesmo.

Impedancia do resistor: Z=R
Impedancia do indutor: Z = -inL
Impedancia do capacitor: Z = i/wC

(DU~ ==

Para o valor absoluto da impedancia do circuito representado, obtemos

R® +(al)?

1

1Z|= 1

RZ +(wk———)?
e

aC

A defasagem @ entre a tensao U e a corrente I é dada pela seguinte relagao
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tan¢=%(1—a12LC)—wRC

(tang é definido por Im(Z)/Re(Z) e ¢ é o angulo de fase da tensdo em relacao
a corrente e ndao o angulo de fase da corrente em relagdo a tensdao. Assim
temos: ¢ = @y - i)

No caso de ressonancia, ou seja ¢ = 0, resulta

1 R
Wos =

c 12

Na maioria dos casos, temos R*C/L << 1 e wyes & (1/LC)Y2

As correntes parciais, I, e I, nas duas ramificagdes do circuito podem ser muito
maiores do que a corrente total. Fala-se de ressonancia da corrente.

Na figura seguinte, estudamos a ressonancia da impedancia |Z| para trés
diferentes valores de R.

A B c D E F G H 1 J K L ™M N o [)
R= 100 O w R=20 R=50 R=100
C= 2,00E-06 F 0 20 50 100 500
L= 2,00E-02 H 100 23,99135 52,27572 101,5789
200 34,23575 59,20408 106,3031 00
300 49,5547 71,293 114,0486
400 71,74162 B9,91957 124,268 / \20

500 106,6744 117,7575 135,3758 / \
50

600 170,6528 157,89 144,1638

£
700 314,7788 204,5762 146,634 73 300
800 509,0855 223,3211 141,0405

900 319,7002 196,0902 129,5963 200
1000 201,555 158,2734 116,0662 100 /
1100 146,7442 128,5697 103,0647 100 /
1200 116,1937 107,3187 91,6592
1300 96,78921 91,95397 82,02077

1400 83,34523 80,49037 73,96893
1500 73,4434 71,65736 67,23762

[
2o (e|~ovls|wn ey

[
@[ | =

[
Iy

&

1
=)

o 200 400 600 200 1000 1200 1400 1600

-
=}

f/Hz

W
=3

=
e}

Cada curva foi calculada por meio do seguinte programa:

Sub Circuito RLC()
'RBange ("D1:E2000") .Clear

R = Cells(l, 2]
C = Cellsi(z, Z)
L = Cells(3, Z]

Pi = 3.1415%9

eps = 0.000001 ' evita diviséo por O em 1/ (wl) para w=0
n = 1 'para controlar a salda

For £ = 0 To 1500 Step 100

w=2 * Fi ¥ £

Z1 w * L

2z =1/ [ilw + eps) * C)
Z =322 % ((R™>2 4+ Z1*~2) / (R™ 2 + (21 - Z2) ~ 2)) ~ 0.5

n=mn+1

Cellsin, 4) = w / (2 % Pi

Cellsin, 7) = I ' deve-se adaptar & coluna a ser usada
epz = 0

MNext £

End Sub
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Para o seguinte circuito queremos criar uma planilha onde inserimos todos os
calculos em forma detalhada.

1; €
—
Ip |1y
() R
L
2
Ly

As formas complexas das impedancias sdo:

R1, Li: Zi =Ry + (DL1I, R;=R
Ry, Ly: Z> =Ry, + (L)Lz'i; R, =0
R3, C: Z3 = R3 - 1/((1)C)'i; R3 =0

Nos calculamos a impedancia do circuito paralelo com Z, = Z17,/(Z1+7>)

Entradas:

B10: =2*PI()*B6; C10: =D6; D10: =B10*F6; E10: =E6

F10: =B10*G6; G10: =C10*E10-D10*F10; H10: =C10*F10+D10*E10
B14: =C10+E10; C14: =D10+F10; D14: =B14/2+C14/"2

E14: =(G10*B14+H10*C14)/D14; F14: =(H10*B14-G10*C14)/D14
G14: =E14; H14: =F14-1/(B10*H6); I114: =RAIZ(G14"2+H14"2)
B18: =C6/114; C18: =B18*RAIZ(E14"2+F14/2); D18: =B18/(B10*H6)
E18: =C18/RAIZ(C1072+D1072); F18: =C18/RAIZ(E10"2+F1012)
G18: =C6*B18*COS(H18*PI()/180) (= potencia total em Watts)

H18: =ATAN(H14/G14)*180/PI() (= @ em graus)

118: =E18*B10*F6 (= tensao em L1); 120: =E18*D6

4 A B c D E F G H J
1
2 C em série com (R+L) e L em paralelo
3
4
5 f u R1 R2 L1 L2 ©
6 Dados: 50,00 220,00 50,00 0 1,00 2,00 2,00E-05
7
& Resultados Al 2 I1*12=N
9 intermediarios w real imag real imag real imag
10 314,16 50,00 314,16 0,00 628,32 -197392,09 3,14E+04
11
12 I1+72=D cA2+d*2 Ip=N/D Ztotal |Ztot|
13 real imag real imag real imag
14 5,00E+01 94248 8 91E+05 22,16 210,62 22,16 51,46 56,03
15
16
17 Resultados Itot=13 Upar uc §] 12 Ptotem W Phi em graus ui UR1
18 finais 3,93 831,56 624,93 2,61 1,32 341,66 66,70 821,22 130,70
19
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A distribuicao de Poisson

Eventos raros obedecem muitas vezes a uma distribuicdo de Poisson. Ela é
freqlientemente usada para modelar dados de contagem, por exemplo, para
descrever o numero de particulas Alfa emitidos pelo Pol6nio-210 num certo
intervalo de tempo.

Em 1910, E. Rutherford e H. Geiger registraram 2608 vezes o numero de Alfas
emitidas em 7,5s. (Phil. Magazine (6) 20, 1910, p.698). Havia 6 intervalos de
7.5s com 11 ou mais eventos (pulsos).

A planilha abaixo mostra os resultados observados e o analise deles:

4 A B C D E F G H 1 J K L M N
1 Distribuicdo de POISSON

2

3 Namero das Nimero de intervalos

4 particulas Alfa com xi pulsos

5 xi fi.o xi*fi,0 x! fp(xi;3.87) fie CHI"2

6 0 57 0 1 0,021 a4.4 0,122
7 1 203 203 1 0,081 210.6 0273
8 2 383 766 2 0,156 407 4 1,465
9 3 525 1575 6 0,202 5255 0,001
10 4 532 2128 24 0,195 508.4 1,094
11 5 408 2040 120 0,151 3935 0,536
12 6 273 1638 720 0,097 2538 1,458
13 T 139 973 5040 0,054 140,3 0,012
14 8 45 360 40320 0,026 67,9 7,698
15 9 27 243 362880 0,011 292 0,162
16 10 10 100 3628800 0,004 1.3 0,147
17 1 6 66 39916800 0,002 4.0 1,036 o 1 2 3 4 5 & 7 g8 9 10 11
18 = 2608 10092 CHI*2= 14,005
19 Mu= 3,870 0.95%- CHI*2crit= 18,308
20
21
22
23 Graus d. liberdade: 10 Resultado: CHIA2= 18,294 (f>=30)
24 Valor mais exato: 18,308 Valor Excel: 18,307038
25
26 Nivel de confianga: 0,95 x= 0,95 N(0;1) T= 24477468
2 " A= 4,5425777
28 " NE= 5,6602834
29 " H= 1,6452114
30 Valor-z: ZN= 1,6452114
)l CHin2= 18,294176

Para criar esta planilha, precisamos das seguintes formulas:

1. A funcao de densidade de probabilidades da distribuicao de Poisson:
fo(x, )= e Ixt (1)

O médio aritmético fornece uma estimativa para Y. As freqiéncias
esperadas calculamos com fie = N-fy(x,u). N = soma das freqiéncias
observadas fi .

2. Para o calculo do valor critico de Qui®, podemos utilizar a funcdo INV.QUI
do Excel ou a seguinte expressao:

x’=f+z +— (z
V2 Iz

(2)
—(62% +147% - 32) /(405f)

z = 1-a (nivel de confianca) da distribuicao Padrdo Normal
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Para f > 30 pode-se usar uma férmula mais curta:

2 2 2 \3
=fQ-—+z|-—>) @
X ( ot ng) (3)

Entradas:

© 0

Nas colunas A e B ficam os valores experimentais

. C6: =A6*B6; copiar até C17
. D6: 1; D7: =D6*A7; copiar até D17(=fatorial)

C18: =SOMA(C6:C17); C19: =C18/B18
E6: =C$19MNA6*EXP(-C$19)/D6; copiar até E17
F6: =E6*B$18; copiar até F17

. G6: =(F6-B6)"2/F6; copiar até G17

G18: =SOMA(G6:G17) (=quantidade de teste de Qui?)

J4 que esta quantidade é menor do que o valor critico de Qui®
(=18,308), podemos supor que os dados experimentais sigam a
distribuicao de Poisson. Em G23 fica a funcao =INV.QUI(0,05;B23) para
determinar o valor critico de Qui®. Este valor foi calculado para um nivel
de confianca de 95%. O numero dos graus de liberdade é f =12 - 2 =10.
Para aplicar a formula (2), podemos escrever no E24
=B23+(2*B23)"0,5*G30+2*(G30/2-1)/3+(G30"3-
7*G30)/((2*B23)0,5*9)-(6*G3074+14*G3012-32)/(405*B23)

. D26: =SE(B26<0,5;1-B26;B26)

G26: =RAIZ(-2*LN(1-D26))

G27: =2,515517+G26*(0,802853+0,010328*G26)

G28: =1+G26*(1,432788+G26*(0,189269+0,001308*G26))
G29: =G26-G27/G28

Em G30 fica o valor z: =SE(B26<=0,5;-G29;G29)

. Em G31 calcula-se uma aproximacao valida para f > 30:

=B23*(1-2/(9*B23)+G30*RAIZ(2/(9*B23)))"3
Esta formula usamos somente com o intuito de comparar os métodos.

O gréfico foi feito com Inserir>Colunas>2D. Para editar o eixo horizontal
prossiga assim: Marcar o grafico e selecione Design>Selecionar
Dados>Rotulos do Eixo Horizontal>Editar.

Selecionar com 0 mouse o intervalo A6:A17>0K>0K

E aconselhdvel comparar este exemplo com o teste de distribuicio Normal
no capitulo anterior.



